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v^'est å la muiiificence de Sa Majesté 
le roi OSCAR II que nous devoiis 
d'avoir pu fonder le journal dont nous 
oflErons la premiére livraison aux amis 
des mathématiques. 1/ Association en 
mémoire de Lars Hierta, la Fondation 
de Letierstedt ainsi que les personnes 
dont les noms suivent ici — C, J. 
Malmsten, Ch. Hermite, Fr, P:son Beijer, 
F. Kemye, H, B. Astrup, C. Ekman, 
N, O, Sörensen, O. Wijk, Fr, Piper, 
O. Dickson, B, Kempe, W. Kempe, S. 
Axell, L. E. Bubenson, C, O, Bubenson — 
ont également contribué aux frais de 
Toeuvre dont Tauguste souverain a 
daigné se constituer le protecteur. 

L'époque a laquelle nous commen- 
9ons notre publication est certainement 
Tune des plus fécondes dans Thistoire 
des mathématiques, par le grand nom- 
bre et Timportance des découvertes qui 
touehent aux prineipes les plus essen- 
tiels de lanalyse. On sait eombien, en 
divers pays, ee mouvement a été puis- 
samment seeondé par des journaux ma- 
thématiques, qui eontiennent les oeuvres 



UeT Grossmuth Seiner Majestät des 
Königs OSCAR II verdanken wir es 
diese Zeitschrift griindexi zu können, 
deren erste Lieferung wir hiermit den 
Freunden der Mathematik iibergeben. 
Die Stiftung Lars Hierta^s Andenken 
und der Letierstedt' sche Verein sowie 
verschiedene Personen, deren Namen 
in dankbarer Anerkennung hier ge- 
nannt werden — C. J, Malmsten, Ch. 
Hermite, Fr. P:son Beijer, F, Kempe, 
H, B, Astrup, C. Ekman, N, O, Sö- 
rensen, O. Wijk, Fr, Pijier, O, Dick- 
son. B, Kempe, W. Kemjye, S, Axell, L. 
E, Bubenson, C. O, Bubenson — haben 
gleichfalls zur Deckung der Kosten des 
XJnternehmens beigetragen, welehes der 
erhabene Fiirst unter seinen besonderen 
Sehutz ni . nehmen geruht hat. 

Der Zeitpunkt, zu wclehem wir die 
Herausgabe beginnen, ist gewiss einer 
der fruehtbarsten in der Geschichte der 
Mathematik, wegen der grossen Anzahl 
und Wiehtigkeit der Entdeckungen auf 
dem Gebiete der Analysis. Dieses rege 
Leben ist dureh die in verschiedeneu 



des plus grands géométres de notre 
temps. Nous nous sommes proposé le 
méme but, de servir la scieuce, en réu- 
nissant et associant les recherches nou- 
velles qui coneourent ä son progrés, par 
la nouveauté des resultats ou Toriginalité 
des méthodes. 

Des mathématiciens eminents dans 
tous les pays, en nous assurant de leur 
coUaboration, nous ont donné un témoi- 
gnage de sympathie qui nous pénétre de 
reconnaissance, et que nous voulons ju- 
stifier par les .soins et le zéle que nous 
apporterons å notre publication. 

Le journal paraitra å époques vari- 
ables en livraisons dont quatre forme- 
ront un volume d'environ cinquante 
feuilles. 

Qu'il nous soit pennis d'espérer 
qu'une entreprise inspirée par le seul 
amour de la science, recevra de tous 
les géométres auxquels elle s'adresse un 
favorable et bienveillant accueil! 



La rédaction. 



Ländem herausgegebenen mathema- 
tisehen Zeitschriften, welehe die Ar- 
beiten der ersten Mathematiker unserer 
Zeit enthalten, wesentlich gefördert wor- 
den. Unser Zweck ist nun in derselben 
Eichtung mitzuarbeiten, indem wir Ab- 
handlungen sammeln und veröfiEent- 
lichen, welehe durch das Bemerkens- 
werthe ihrer Besultate öder die Origina- 
lität der Methoden zur Förderung der 
Wissensehaft beitragen. 

Heryorragende Mathematiker aller 
Länder haben, indem sie ihre Mitwir- 
kung zusagten, uns einen Beweis ihrer 
Theilnahme gegeben, der uns zu grösstem 
Danke verpfliehtet, und welchem wir 
durch den Eifer und die Sorgfalt zu 
entsprechen hofifen, die wir unseren 
VeröfiEentlichungen widmen werden. 

Die Zeitschrift erscheint in zwanglo- 
sen Heften, deren je vier einen Band von 
ungefähr fiinfzig Bogen bilden werden. 

Möchte dem Untemehmen, was nur 
aus reiner Liebe zur Wissensehaft ent- 
standen ist, bei den Mathematikem eine 
giinstige und wohlwollende Aufnahme 
zu Theil werden! 

Die Bedaction. 



THÉOKTE DES GKOUPES FUCHSIENS 

Par H. POINCARÉ 
å PARIS. 

Dans une serie de mémoires présentés a rAcadémie des Sciences j'ai 
défini certaines fonctions nouvelles que j'ai appelées fuchsiennes, kleiné- 
ennes, thétafuchsiennes et zétafuchsiennes. De méme que les fonctions 
elliptiques et abéliennes perméttent d'intégrer les différentielles algébriques, 
de méme les nouvelles transcendantes perméttent d'intégrer les équations 
différentielles linéaires a coöfficients algébriques. J'ai resumé succincte- 
inent les resultats obtenus dans une note insérée aux Mathemdtische Anna- 
len. Ayant Tintention de les exposer .en détail, je commencerai, dans le 
present travail, par étudier les propriétés des groupes fuchsiens, me reser- 
vant de revenir plus tärd sur leurs conséquences au point de vue de la 
théorie des fonctions. 

§ 1. Substitutions reelles, 

Soit z une variable imaginaire définie par la position d'un point 
dans un plan; t une fonction imaginaire de cette variable définie par la 
relation : 

(1) f = ^. 

Je supposerai, ce qui ne restreint pas la généralitc, que Ton a: 

ad — 6c = 1 . 

Si le point z décrit deux arcs de courbe se coupant sous un certain 
angle a, le point t décrira de son cöté deux arcs de courbe se coupant 

Ada mathtmatica. I. \ 
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2 H. Poincaré. 

sous le méme angle a, c'est ä dire que la substitution la, — rr^lCO ^^^" 
serve les angles. 

La fonction , est en effet monogéne. 

Si z décrit un cercle, t décrit également iin cercle; c' est a dire que 

la substitution («, — ---^) change les cercles en cercles. 

Enfin si ^*, z^^ z^, z^ sont quatre valeurs de z et si /j, t^, t^y t^ sont 
les valeurs correspondantes de <, on a: 

(2) 

Il existe en general deux valeurs de z qui sont égales aux valeurs 
correspondantes de /; c'est ce qu'on appelle les points doubles de la sub- 
stitution (1). 

Si (a + dy^i 

les points doubles sont distincts; et si nous les appelons a et y? la relation (1) 

peut s'écrire: 

t — a ^z — a 

K étant une constante que j 'appellera! multiplicatcur. 
Si au contraire 

(^) J'cmploierai dans ce qui suit les notations de M. Jordan. 

La substitution [z, f^z)] ou bien [x^y\f (x, y\ f (re, y)] sera Topération qui consiste 
& changer z en f{z) ou bien celle qui consiste ä cbanger x en f{x^y) et y en <p{x^yy 
La substitution inverse de [z^f{z)] sera \,f{z)^z]\ le produit de deux substitutions sera 
Topération qui consiste ä faire successivement ces deux substitutions. 

Un systéme de substitutions formera un groupe si la substitution inverse de toute 
substitution du systéme et le produit de deux substitutions quelconques du systéme font 
également partie du systéme.' 

Un groupe Ä est isomorpJie k un autre groupe 5 si å toute substitution de B corrc- 
spond une et une Seule substitution de Ä et de telle sorte quau produit de deux substitu- 
tions de B^ corresponde le produit des deux substitutions correspondantes de A. 

Si B est également isomorphe k A^ les deux groupes sont isomorphes entré eux et 
Tisomorphisme est holoédrique; autrement il est mériédrique. 
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(a + d)' = 4 

les points doubles se confondent et Ton a: 

La relation (1) peut alors 8'écrire: 
(4) 7^— = -^— + c 

t — a z — a 

Telles son t les principales propriétés des substitutions linéaires (g, ■ ^ )' 

Mais nous allons faire une hypothése de plus; nous supposerons que les 
coöfficients a, b, c, d sont réels. Je dirai alors que la substitution (1) 
est une substitution reelle. 

Il on résulte que la partie imaginaire de t est positive, nuUe ou 
negative selon que la partie imaginaire de z est elle-inéme positive, nuUe 
ou negative; c'est a dire que la substitution (1) conserve Taxe des partics 
reelles que j'appellerai désormais X et change également en elle-méme 
la partie du plan qui est au dessus de cet axe. 

Si z décrit un cercle ayant son centre sur X, t déerira également 
un cercle ayant son centre sur X. Si z^ et z^ sont deux quantités ima- 
ginaires conjuguées, les valeurs correspondantes t^ et t^ de t seront aussi 
imaginaires conjuguées. 

Si a et ^ sont deux valeurs de z^ y oX d les valeurs correspondantes 
de t\ si a', ^, y\ ff sont les valeurs conjuguées de a, y9, ;-, d\ on aura 
en vertu de la relation (2) 

a — a [i — /?' Y — y 3 — (7 
a — /J* /9 — «.' ;- — S d — / 



Si Ton pose pour abréger: 
cette relation 8*ccrira: 

(5) («, /?) = (r, «')• 



4 H. Poincaré. 

Les substitutions reelles ont été étudiées par différents géomctres et 
en particulier par M"" Klein dans ses recherches sur les fonctions modu- 
laires; il les a partagées en substitutions elliptiques, paraboliques et hy- 
perboliques. 

Les substitutions elliptiques sont celles pour lesquelles: 

(a + dy < 4. 

Les points doubles a et ji sont imaginaires conjugués; Tun d'eux est par 
conséquent au dessus de X, Vautre au dessous; la relation (1) peut se 
mettre sous la formc (3) et la constante K est une quantité imaginairc 
dont le module est Tunité. Si z décrit un cercle passant par a et y9, < 
décrira également un cercle passant par a et ^ et coupant le premier 
sous un angle egal ä l'argument de K. 

La substitution (1) change en elle-méme toute circonférence qui ayant 
son centre .sur le prolongement de a^ coupe ce segment harmoniquement. 

Les substitutions paraboliques sont celles pour lesquelles: 

(a + dy = 4. 

Les points doubles se confondent en un seul qui est situé sur X La 
relation (1) se met sous la forme (4) et de telle sorte que a soit 
rcel. Si z décrit un cefcle passant par a, t décrira également un cercle 
passant par a et tangent au premier. La substitution (1) n^altére pas les 
circonférences qui sont tangentes a X en a. Soit C une pareille circon- 
férence; soit m^ un point de cette circonférence C, la substitution (1) le 
changera en un autre point m^ de cette méme circonférence; elle changera 
Wj en un autre point m^ de 6\ m^ en un autre point m^y etc. Quaud 
}c tendra vers Tinfini le point m^ se rapprochera indéfiniment de a. Soit 
de méme m_j le point que la substitution (1) change en m^, m^^ le point 
que cette substitution change en w_j, etc. Quand x tendra vers Tinfini, 
le point m__^ se rapprochera aussi indéfiniment de a. 

J'appelle C\ le cercle qui a son centre sur X et qui passé par a et 
par nij^] qui par conséquent coupe orthogonalement le cercle C en a et 
en nij^. Il est clair que la substitution (1) changera C_^ en C^, C^ en 
Cj, (7j en Cj, etc. et en general Cj^ en C^^+i. De plus si x est infini 
positif ou négatif, Cj^ se réduit a un cercle de rayon infiniment petit. Cest 
dire que si Ton appiique une infinité de fois la substitution (1), ou la 
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substitution inverse ä un cercle passant par a et ayaiit son ceutre sur X, 
le rayon de ce cercle devient infiniment petit. 

Il en résulte qu'un are de courbe de longueui: finie, ne coupant pas 
X ne pourra rencontrer un nombre infini de cercles C^, c'est ä dire de 
transformés successifs d'un cercle C^ ayant son centre sur X et passant 
par a. 

Les substitutions hyperboliques sont celles pour lesquelles: 

(a + d)' > 4. 

Les points doubles a et y9 sont distincts et situés sur X La relation (1) 
se met sous la forme (3) et de telle sorte que K soit rcel et positif. 
Je puis de plus toujours supposer: 

K> 1. 

Si z décrit un cercle passant par a ou par y9, t décrira égalenient un 
cercle passant par a ou par jS et tangent au premier. La substitution 
(1) n'altere pas les circonférences qui passent par a et y9. 

J'appelle comme plus haut C une circonférence passant par a et y9, et 

w_„ m_i, w„ Wj, m„ 

une serie de points tels que la substitution (1) change m^ en nij^^^. Il 
est clair que le point m^ se rapprochera indéfiniinent de ji quand x 
tendra vers + co et de a quand ;c tendra vers — cx). 

J'appelle aussi C^ le cercle qui ayant son centre sur X passé par 
a et par m^. Lorsque ;c tendra vers + co, C^ se rapprochera indéfiniinent 
du cercle décrit sur a/i comme diamétre; lorsque x tendra vers — co, 
le rayon de C^ diniinuera indéfiniment. Cest dire que si Von applique 
la substitution (1) une infinité de fois ä un cercle C^ passant par a et 
ayant son centre sur X, on obtiendra a la limite ifn cercle ayant a/i 
pour diamctre. Si on applique une infinité de fois ä C^ la substitution 
inverse, le rayon limite sera nul. 

Si au contraire on appliquait une infinité de fois la substitution (1) 
ä un cercle passant par y9 et ayant son centre sur X, le rayon limite 
serait nul, tandis qu'en lui appliquant une infinité de fois la substitution 
inverse, on obtiendrait a la limite le cercle qui a a/9 pour diamétre. 
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Il résulte de la qu'un are de courbe de longueur finicj ne coupant 
pas X, rencontrera un nombre infini de cercles (7^, c'est ä dire de trans- 
formés successifs du cercle C^y ou bien un nombre fini de ce& transfonnés, 
selon qu'il rencontrera ou ne rencontrera pas le cercle qui a a^ pour 
diamétre. 

Si Ton a: 

(«, ^) = (r, å) 

il existe une substitution reelle qui change a en ^^ et y9 en d. Gette sub- 
stitution est définie par la relation: 

t — r r —^ __ g — « a —ft 

t — dy — Y z — /9 a — a 

Il est une autre propriété des substitutions reelles sur laquelle je 
voudrais attirer Tattention; en différentiant la relation (1) on trouve: 

dt \ 



dz {cz + dy 

Si de plus j'appelle y la partie imaginaire de z^ Y celle de t, je trouve 

^dt Y 

mod -r = — • 
dz y 



§ 2. Figures congruentes. 

Je dirai que deux figures sont congruentes quand Tune est la trans- 
formée de Tautre par une substitution reelle. Les substitutions reelles 
formant un groupe, il est clair que deux figures congruentes ä une méme 
troisiéme sont congruentes entré elles. 

Je puis énoncer tout d'abord les théorémes sui vants: 

Dans deux figures congruentes los angles homologues sont égaux. 

Si dans deux figures congruentes, le point ^ est homologue de a et 
le point d homologue de y9, on a: 

(1) («, fi) = (r, ^). 

Gette relation peut prendre une autre forme. 

Gonsidérons en eflfet les quantitcs a, y? et leurs conjuguées a', ^ de 
telle sorte que: 
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Les quatre points a, /?, a', /? sont sur un méme cercle qui a son 

centre sur X. Supposons de plus que a et y9 soient tous deux au-dessus 

de X. Ce cercle coupe X en deux points que j'appelle A et Ä; A sera celui 

de ces deux points qui est sur Tarc [i^y k celui de ces deux points qui est 

sur Tarc ota'. Je pose 

a — hfi—k 



[«, fi] = 



a — hp—K 



[a, [i] est essentiellement réel, positif et plus grand que 1. De plus 
on a: 

Si y est un point de Tarc de cercle a ^, on a: 

[«. r] [r, /?] = [«> ^]. 

Il est clair inaintenant qu'en employant cette notation nouvelle, on peut 
mettre la relation (1) sous la forme: 

[«. fi] = [h ^J]- 

Voyons ce qui se passera quand a et ^ seront infinirnent voisins. 

Soit: 

z = x + y V — 1 



dz = dz + dy V— 1 
mod dz = Vdx* + dy** 

On aura, en négligeant les infinirnent petits d'ordre supérieur: 

r 7 1 ^ mod dz 

\z, z + dz\ •= 1 -] 

y 

ou: 

inoå dz 



L [ar, z + dz] = 



y 

On voit ainsi que le logarithme népérien de [z, z + rf^] est proportionnel 
au niodule de dz et indépendant de son argument. 



Uintégrale 

mod dz 



I 



y 



8 H. PoiDcaré. 

prise le long d'un are de courbe quelconque s^appellera la L de cetto 
courbe. 

L'intégrale double: 

dxdy 



ffr 



prise a Tinterieur d'une aire plane quelconque sera la S de cette aire. 

D'aprés ce qui précéde deux arcs de courbe congruents ont méine 
i; deux aires congruentes ont méme S, La L d'un are de cercle ay9 
ayant son centre sur X sera le logarithme népérien de [a, ff]. 

Je ne puis passer sous silence le lien qui rattache les notions précé- 
dent^s ä la géométrie non-euclidienne de Lobatchewski, 

Supposons que Von convienne d^enlever aux möts droite, longueur, 
distance, surface leur signification habituelle, d^appeler droite tout cercle 
qui a son centre sur X, longueur d'une courbe ce que nous venons 
d'appeler sa L, distance de deux points la L de Tarc de cercle qui unit 
ces deux points en ayant son centre sur X et enfin surface d'une aire 
plane ce que nous appelons sa S, 

Supposons de plus qu'on conserve aux möts angle et cercle leur sig- 
nification, mais en convenant d'appeler centre d'un cercle le point qui 
est a une distance constante de tous les points du cercle (d'aprés le sens 
nouveau du mot distance) et rayon du cercle cette distance constante. 

Si Ton adopte ces dénominations, les théorémes de Lobatchewski sont 
vrais, c'est ä dire que tous les théorémes de la géométrie ordinaire 
8'appliquent a ces nouvelles quantités, sauf ceux qui sont uné consé- 
quence du postulatum d'Euclide. 

Cette terminologie m'a rendu de grands services dans mes recherches, 
mais je ne Temploierai pas ici pour éviter toute confusion. 



§ 3. Groupes Discontinus. 

Envisageons une infinité de substitutions de la forme: 



(1) 



/ ajZ + b Å 
V' c,z + dj 



qui, en posant pour abréger: 
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peuvent s'écrire sous la forme: 

Pour abréger encore, je dirai simplement la substitution 

Je suppose que i est un indice qui varie de O ä Tinfini. 
Je suppose de plus: 

a^ = d, = 1, fc^ =: c^ = o 

d'ou 

/o W = ^• 

Je suppose enfin que ces substitutions förment un groupe. 
Je vais définir certains symboles dont je serai amené a faire usage 
dans la suite. Je poserai: 

y?(^) =^MMz)l ff{z) =/[ft{z)i fr{z) =Mfr' «] 

Je définirai de inéme, par une extension toute naturelle, le symbole /)*" {£) 
quand m sera nul ou négatif. Je poserai: 

/« {z) =^z, z= fr' [/. (z)i fr- (z) = fr' [fr^' W]. 

Si f^ {z) est une des substitutions du groupe envisagé, toutes les substitu- 
tions qui sont comprises dans la formule générale: 

(2) /rw 

feront également partie du groupe. 

Si ^ {z) est une substitution du groupe non comprise dans la formule 
(2), toutes les substitutions de la forme: 

(3) fti/ii/n/H wu'(*)) )) 

appartiendront au groupe. 

Si maintenant ^ (z) est une substitution du groupe qui ne soit pas 
comprise dans la formule (3), c'est ä dire qui ne soit pas une combinai- 
son de /| et de f^, si f^ est une substitution du groupe qui ne soit pas 

une combinaison de /), f^ et /'g, etc si enfin /J, est une substitution 

qui ne soit pas une combinaison de /J, Z^, /^_i, les substitutions 

Äomprises dans la formule générale: 

Äeta malhematica, I. 2 
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w /f:(/j( {fl: (^)) ) 

(oii Äj, a^, a„ sont des indices qui peuvent étre 1, 2, 3, 

p — 1 ou jp, et ou y9j, y^j, p^ sont des entiers positifs ou négatifs) 

feront également partie du groupe. 

Il peut se faire que Ton ait épuisé ainsi toutes les substitutions du 
groupe envisagé, de telle sorte que toute substitution de ce groupe soit 

une combinaison de /J, f^^ , /),. On dit alors que le groupe est 

dérivé de /J, f^^ , /^,, ou que /J, f^^ , /), sont un systérne de 

substitutions fondainentales du groupe. Il est evident qu'un groupe peut 
avoir une infinité de systémes de substitutions fondamentales; inais un 
seul de ces systémes suffit pour déterminer cmnplétement le groupe. 

On peut concevoir aussi des groupes tels qu'il soit impossible de les 
faire dériver d'un nombre fini de substitutions fondamentales. Mais nous 
les laisserons systéniaticjuement de c6té. 

Soit donc un groupe G dérivé de p substitutions fondamentales ^, 
/'j, y fp ^^ telle sorte que toutes ses substitutions soient de la forme (4). 

J'appellerai exposant d'une substitution de ce groupe la somme des 
modules des nombres entiers positifs ou négatifs /Jp ^j, , ^n. 

Il peut se faire que les diverses substitutions contenues dans la for- 
mule (4) ne soient pas toutes distinctes et que Ton ait identiquement: 

(5) /aiifii /f:w)--) = 4'(4'(----/:(^) '•))• 

La relation (5) peut toujours se mettre sous la forme: 

(6) 4'W( /«:(^) ))-'■ 

Les a et les y9 ont ici la méme signification que dans la formule (4). 

Les relations de la forme (6) pourront en general étre toutes regardées 
comme les conséquences d'un certain nombre d'entre elles que nous appel- 
lerons relations fondamentales et qui seront seules reelle ment distinctes. 

Un groupe H sera isomorphe a G s^il est dérivé d'un méme nombre 
de substitutions fondamentales, et si Ton a entré ses substitutions fonda- 
mentales les mémes relations fondamentales. Si entré les substitutions de 
H il n'y a pas d'autre relation de la forme (6) qu'entre celles de ö, 
risomorphisme est réciproque et par conséquent holoédrique; autrement il 
est mériédrique. 
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Par suite des relations (6), une méme substitution peut étre mise 
d'une infinitc de maniéres sons la forme (4); de sorte que la definition 
donnée plus haut de Vexposant d*une substitution laisse subsister une cer- 
taine ambigulté. Nous appellerons alors exposant d'une substitution la plus 

petite valeur que peut prendre la somme des raodules de ^j, y?^ y9„ 

quand on écrit cette substitution sous la forme (4). 

Ici il y a lieu de faire une distinction importante entré les diffé- 
rentes sortes de groupes formés de substitutions reelles. Nous devons 
d'abord laisser de c6té les groupes qui ne comprennent qu'un nornbre fini 
de substitutions et qui ont déja été étudiés a fond par plusieurs géométres. 
Mais si les substitutions d'un groupe sont en nornbre infini, on peut faire 
deux hypothéses différentes: 

On peut supposer qu'il est possible de choisir dans le groupe une 
substitution 

U, fi (^)) 

telle que /J (/) différe infiniment peu de z; (et cela quel que soit z) c'cst 
a dire que le groupe contient une substitution infinitésimale. 

On peut supposer aussi que le groupe ne contient pas de pareille 
substitution. 

Les groupes de la premiére espéce seront continus, ceux de la se- 
conde discontinus. 

Il ne peut exister de fonction uniforme analytique de z qui reste in- 
altérée par les substitutions d'un groupe continu, car cette fonction devrait 
reprendre la méme valeur en des points infiniment voisins les uns des 
autres et, par conséquent, avoir une valeur constante. Aussi les groupes 
continus n'ont-ils aucun intérét pour nous et réserverons-nous le nom de 
groupes fucJisiens aux groupes discontinus formés de substitutions reelles. 

Si le groupe G est discontinu, il est clair qu'on pourra diviser le 
plan ou une partie du plan en une infinité de regions jouissant des pro- 
priétés suivantes: 

Chacune d^elles correspondra ä Tune des substitutions du groupe G. 
Celle qui correspondra ä la substitution: 
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s^appellera la region ii, et par conséquent celle qui correspoiidra a la 
substitution : 

(«, /o («)) ou (», z) 

8'appellera R^. 

Quand z ser a intérieur ä la region R^, /J (z) devra étre intérieur ä R^. 
En d'autres termes, i?, sera la transformée de R^ par la substitution: 

Supposons maintenant que z soit intérieur a la region Rj^ correspondant a: 

f^^ (z) devra étre intérieur a R^ et par conséquent ^ (f^^ (z)) sera in- 
térieur a Ri. 

Dire que i?, est transformée de R^ par une substitution reelle, c'est 
dire que ces regions sont congruentes et par conséquent que toutes les 
regions R sont congruentes entré elles. 

Pour me servir d'une expression tres usitée de Tautre c6té du Rhin, 
je dirai que la division d'un plan en une infinité de regions est réguliére 
lorsqu^en déformant ces regions d'une maniére continue on pourra faire 
coYncider le- nouveau mode de division avec Tancien de telle fa9on que 
chaque region de la nouvelle division vienne coYncider avec une region 
de Tancienne, et qu'une region donnée quelconque du nouveau mode de 
division vienne coYncider avec une region donnée égdement quelconque de 
1'ancien mode. En ce qui concerne le mode de division qui nous occupe, 
il est clair que si l'on applique aux différentes regions R la substitution 

[^, fi W] 

chacune des regions R se changera en une autre region R et R^ se 
changera en i2<. Cest dire que la division du plan sera réguliére. 

Le probléme de la recherche des groupes fuchsiens se ramcne donc 
au suivant: Suhdiviser d'ufie fagmi réguliére le plan ou une partie du plan 
en une infinité de regions toutes congruentes entré elles. 

Deux regions seront dites limitrophes lorsqu^elles confineront entré 
elles tout le long d'un are de courbe qui leur servira de frontiére com- 
mune. 

Soit Rp une region limitrophe de R^ tout le long d'un are AB de 
son périmétre; cet are AB sera Vun des cötés de R^. Mais on peut sup- 
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poser que ce ne soit pas le plan tout entier, mais une partie du plan 
qui ait été divisée en une infinité de regions i?, toutes congruentes entré 
elles. Dans ce oas, R^ pourra confiner tout le long d'un are CD de son 
périmétre a la partie du plan qui n'aura pas été subdivisée en regions 
R. Cet are CD sera encore un des cotés de R^. Les c6tés tels que ÄB 
seront ceux de la 1*" sorte, les cötés tels que CD ceux de la 2°'' sorte. 

Je supposerai toujours que les cötés de la 2°*® sorte sont des segments 
de Taxe X. 

Je justifie en quelques mot^ cette hypothése. Si Ton a di vise une 
partie du plan en une infinité de regions R, et si la region R^ est con- 
tiguö h la partie du plan non divisée, on pourra toujours étendre la di- 
vision a une portion plus grande du plan. Je Tétendrai jusqu' ä ce que 
R^ cesse d'étre contiguö a. la partie non divisée, ou jusqu' ä ce que R^ 
atteigne Taxe X Cet aper9U suffira, je pense, pour faire comprendre les 
raisons qui me permettent d^adopter cette hypothése. 

J 'appellera! sommets de R^ les extrémités de ses c6tés et je serai 
conduit ä envisager: 1° les sommets situés au dessus de X; 2"" les som- 
mets situés sur X et séparant deux c6tés de la 1*" sorte; S"" les som- 
mets situés sur X et séparant un coté de la P" sorte et un de la 2"° 
sorte. J^appellerai ces diflférents sommets, sommets de la 1*'% de la 2**® 
ou de la 3"® catégorie. 

Les points 

^.fA^\fA^) /W 

seront dits correspondants. 

Quand le point z est a Tintérieur de R^y tous les points /J (^) seront 
dans des regions R^ différentes de R^. Donc il ne peut y avoir dans 
rintérieur de R^ deux points correspondants, et un point intérieur a R^ 
ne peut étre non plus correspondant d'un point du périmétre de cette 
region. 

Au contraire un point situé sur Tun des cotés de R^j sur Åp par 
exemple, appartient ä la fois a deux regions R^ et R^. Si le point z est 
sur Åpy c'est a dire sur le périmétre de i?^, le point f~^ {z) sera sur le 
périmétre de R^ sur un coté que j'appellerai Aj, et qui separera R^ d'une 
region 22^ correspondant a la substitution: 
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Les cötés Xp et X^ seront dits conjugués. 

On peiit tirer de la les conclusions sui vantes: 1° Les cötés de la 1*" 
sorte sont en nombre pair et conjugués deux a deux. 2'' Deux c6tés 
conjugués sont congruents. 3® Les points du périmétre de jB^ (sans parler 
des sommets dont nous nous occuperons plus loin) sont correspondants 
deux a deux. 

Une convention spéciale est nécessaire pour faire rentrer dans le cas 
general un cas particulier qui se presentera quelquefois. 

Il pourrait arriver que Ton eAt identiquement : 

Alors Bp colnciderait avec jRj,, Å^ avec Xp. Mais dans ce cas, la sub- 
stitution 

i 

est elliptique et la relation (1) § 1 pourrait se mettre sous la forme (3) 

§ 1 de telle fa9on que: 

ä:=— 1. 

La substitution (^, fp (z)) n'altérant pas le c6té Åpj celui-ci devra passer 
par le point a (point double de la substitution) et se partager en deux 
moitics congruentes entré elles. 

Cela pose on pourra regarder le point a comme un sonimet et les 
deux moitiés du c6té Xp comme deux cötés distincts, conjugués entré eux; 
Von est ainsi raraené au cas general. 

Chaque sommet appärtient a trois ou plusieurs regions différentes; il 
en résulte que plusieurs sommets de R^ peuvent étre correspondants. Je 
dirai que les sommets correspondants appartiennent a un méme cycle. 

D'aprés ce qui précéde le nombre des cotés de la 1^" sorte est pair; 
soit 2n ce nombre. Ces 2n cötés seront conjugués deux a deux. Soient 
Aj, ^2 A^ n de ces cötés; X^^i, A^+2> Kh l^s n autres cötés con- 
jugués des premiers, de telle sorte que les cötés A^, A,,^^ soient conjugués. 
Soit Bp la region qui est limitrophe de B^ le long du cöté A^, et 

la substitution correspondante. De cette fa9on, on aura: 
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Il est aisé de voir qiie si Ton sort d'une region 2?^ correspondant a: 

(^, fi («)) 
par le c6té A^, on entré dans une region correspondant a la substitution 

Rien n'est plus facile maintenant que de trouver quelle est la sub- 
stitution qui correspond a une region donnée 72^ . Soit A un point in- 
térieur k B^j B un point intérieur a i?^^; joignons ces deux points par 
un are quelconque ÄMB. Si je suppose que cet are AMB 
parte de la region i?^, qu'il en sorte par le c6té A^, pour ^^ 

entrer dans la region R^^^ puis qu*il sorte de R^^ par le r^A^' 

c6té correspondant a X^ pour entrer dans la region J2^^, / ^^, U 
qu'il sorte de R^ par le c6té correspondant a X^ pour . ^ 
entrer dans i2^^, etc. et enfin qu'il sorte de -B^^_, par le W-^ 

c6té correspondant a A« pour entrer dans R^\ la substi- \j^ 

tution qui correspondra a cet te region J?,^ sera: 

Dans cette expression äj, a^, a^ désignent des indices qui 

peuvent étre 1, 2, ou 2n. 

Donc toute substitution qui correspond a une region que Ton peut 
atteindre en partant de R^ et en franchissant un nombre fini de c6tés est 

une combinaison de (^, /j), (-?, f^ {Zj f„). Nous laisserons de c6té 

tous les groupes pour lesquels on ne pourrait pas passer d'une region a 
Tautre en franchissant un nombre fini de c6tés. Alors toute substitution 
sera une combinaison de: 

(7) (^,/,), (z,A), (^,/,). 

Comment trouverons-nous les relations de la forme (6) qui auront 
lieu entré les fonctions /J, f^^ f^? 

Pour cela il suffira évidemment de rechercher comment on peut ex- 
primer par une combinaison des substitutions (7) la substitution: 

(«, z) on (z, /, (z)) 
qui correspond a R^, On appliquera la régle exposée plus haut; c'est a 
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dire qu'on décrira un contour fermé quelconque AMA passant par un 
point A intérieur ä JB^j. Si ce contour traverse successivement des regions 

jR^, R^^^ B^^y -^iffy-i' ^/?y " ^0 ^^ ^^ ^^^^ Tespectivement par les 

c6tés Xa^y ?iu^ Xa^j la substitution qui correspondra a R^ sera: 

ce qui permettra d'écrire 

«=/..(/«,( (AJ^) ). 

De toutes les relations (6) ainsi obtenues, toutes ne sont pas fonda- 
mentales. Pour obtenir les relations fondamentales, il suffit de décrire 
des contours fermés infinitésimaux autour de chacun des sominets de B^. 

Puisqu^on trouve ainsi toutes les relations de la forme (6), les sub- 
stitutions (7) sont généralement indépendantes et par conscquent förment 
un systenie de substitutions fondamentales du groupe envisagé. 

On voit de plus que Texposant d'une substitution /J est le nombre 
minimum de cötés qu'il faut franchir pour passer de B^ dans la region 
qui correspond a la substitution /J. 

Outre les groupes fuchsiens ou groupes discontinus formés de sub- 
stitutions reelles, j'ai été conduit ä envisager les groupes discontinus formés 
de substitutions linéaires quelconques et que j'ai appelés groupes Kleinéens. 
Je n'cn parlerai pas dans le present travail, me reservant d'exposer dans 
un mémoire special les resultats que j'ai obtenus ä leur cgard. 



§ 4. Polygones générateurs. 

Les regions 72^ sont définies par la condition que chacune d'elles ne 
contient quun seul point correspondant a un point z donné. Mais cette 
condition ne suffit pas pour les définir complétement. En effet si Ton 
se donne un groupe fuchsien Gy il y aura une infinité de maniéres de 
subdiviser le plan de telle sorte que dans chaque region il nV ait qu'un 
point correspondant a un point z donné. 

Au contraire si Ton se donne la décomposition du plan en une in- 
finité de regions telles que iZ, le groupe G sera parfaitement déterminé. 

Donnons-nous un groupe G et envisageons les diverses décompositions 
du plan en regions B^ qui correspondent ä ce groupe. Ces décompositions 
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sont en nombre infini. Coininent de Tune d'elles pourrons-nous déduire 
toutes les autres? Soit S^ une portion de la region J?^, S^ la portion 
correspondante de la region i?,. Choisissons parmi les substitutions du 
groupe G Tune quelconque d'entre elles: 

(«, fp («)). 
Soit i^ Tindice de la substitiition: 

m 

de tel le sorte que: 

Des diverses regions 22, je retranche la portion Si et j'ajoute a ce qui 
reste la region 5/. J^obtiens ainsi une infinité de regions: 

R'i = Äf + S — Si. 

Ces regions R] recouvriront la meine partie du plan que les regions B^ 
et ne la recouvriront qu'une fois. Chacune d^elles ne contiendra qu'un 
seill point correspondant a un point donné z, A la décömposition du 
plan en regions B^ correspondra done le möme groupe G qu'ä la dé- 
cömposition en regions iZ,. Si S^ est contigu intcrieurement a l'une des 
frontiéres de B^ et si Sp est contigu extcrieurement a Tune des fron- 
tiores de B^ — 5^, la region Bq sera (l*une seiile piece et sans tron. La 
plupart du temps, pour plus de commodité, nous choisirons la region 7?o 
de telle sorte qu'elle soit d*une seule piéce et sans trou, mais cela n'a rien 
d'essentiel. 

En opérant sur les regions jR- conirne nous avons opéré sur les regions 
Bi, nous obtiendrons une nouvelle décömposition du plan en regions B-i 
qui correspondra toujours au groupe envisagé G. En continuant indéfini- 
ment de la sorte, on obtiendra toutes les décompositions qui correspondent 
au groupe G. 

On est conduit tout naturellement a la généralisation suivante: 
Jusqu'ici j*ai supposé que la region S^ était tout entiére intérieure 
a la region B^ et par conséquent Si a la region 72^, et de fait, sans cette 
hypothése, on ne saurait ce qu'on doit entendre par la region: 

R\ = -ftf + o< — Si 



a inoins toutefois que Ton ne fasse une convention spéciale. 

Afta mnthematiea, T. o 
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On est (londuit aiiisi a envisager des regions divisées en deux parties 
dont Tune est considérée comine positive et Tautre comme negative. 

Ainsi si Si ne fait pas partie de J?^, on considérera la region B] comme 
formée d'une partie positive Rf + '^i ^^ d'une partie negative Sf. Get 
ordre de considérations n'est pas d^ailleurs absolument nonveau. 

Si Ton envisage un quadrilatere ABCD dont deux cötés opposés AB 
et (yD se coupent en un point M, ce quadrilatcTe, formé de deux triangles 
ADM et BCM opposés par le sommet, s^appelle un quadrilatere concave. 
Les forniules qui donnent Taire d'un quadrilatere convexe s'appliquent 
a une pareille figure pourvu que l'on regardc Taire de cette figure comme 
la difference et non comme la somme des aires des deux triangles ADM 
et BCM. Dans un quadrilatere concave Tun des deux triangles doit donc 
etre regardo comnie positif et Uautre comme négatif. Il se passé ici 
quelque choso d'analogue. Une region concave B^ sera formée d'une por- 
tion positive i?i + Sf^ et d'une portion negative S^. Le nombre des points 
correspondants a. un méme point donné z, compris dans la partie positive 
de i?j, est toujours fini et il surpasse (Vune unité le nombre des points 
correspondants a z compris dans la partie negative. 

Nous ferons peu d'usage de cette subdivision du plan en regions Rf 
concaves, parce que la subdivision en regions convexes est infiniment plus 
commode, mais elle pourra nous servir comme d^intennédjaire pour passer 
d'une subdivision convexe ji une autre subdivision également convexe. 

Puisqu^il y a une infinité de maniéres de subdiviser le plan en regions 
Rf convexes, nous devons choisir parmi ces diverses maniéres la plus simple 
et la plus commode. 

Voici comment nous pourrons procéder: Nous déterminerons une 
region S^j et la region 8p transformée de 8^ par la substitution fp{z), 

Nous ajouterons S^ ä R^ et nous en retrancherons 8^. 
Nous obtiendrons ainsi une nouvelle region R'q qui 
pourra servir de base a une nouvelle subdivision du 
plan en regions R^ correspondant au groupe G, Car 
pour obtenir la region R^ il suffira de retrancher de 
Rf la region S, transformée de 8^ par /• {z) et d'.y 
ajouter la region S, transformée de 8j, par /j [z). Com- 
ment maintenant conviendra-t-il de choisir les regions 
8, et Ä,? 
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Soit AMB un cotxi de i?^, A'M'B' le cotc conjugué. Ces deux cötés 
sont congruents et la substitution reelle qui change AMB en A'M'B' est 
une substitution /J, {z) du groupe G. Joignons les points ^ et J? par un 
are de cercle ANB ayant son centre sur X La region S^ sera la region 
AMBNA comprise entré Tarc de courbe AMB et Tarc de cercle ANB. 
Le transformé de ANB par /J, {z) sera un urc de cercle ANB ayant son 
centre sur X, et la transforniée S^ de S^ sera la region A'M'B'NA\ Si 
nous ajoutons Sj, a R^ et que nous en retranchions /S^, nous obtiendrons 
une region JBj, analogue a R^ mais oii les cötés conjugués AMBy A'M'B' 
seront devenus des arcs de cercle ANB, A'NB' ayant leurs centres sur X 

En opérant de merne maniére sur chaque paire de cotés conjugués 
de la 1^" sorte, on réduira tous ces cötés a des arcs de cercle ayant leurs 
centres sur X On peut donc toujours supposer que la region R^ est un 
polygone dont les cötés sont de deux sortes, les uns sont des arcs de 
cercle ayant leurs centres sur X, les autres sont des segments de cet axe 
X lui-méme. Un pareil polygone s'appellera polygone normal. 

Mais une difficulté spéciale peut se presenter dans certains cas. 

En effet nous ne nous sornmes pas inquiétés de savoir si la region: 

S, = AMBNA 

faisait tout entiére partie de R^. Il pourra donc se faire que le polygone 
normal auquel on aura réduit la region R^ soit concave. 

Voici comment on se tirerait d'aflfaire en pareil cas. Il est clair que 
la partie positive et la partie negative de R^ devront étre toutes deux 
des polygones norniaux. Supposons pour fixer les idées que la partie 
positive contienne au plus deux points correspondants a un point donné z. 
Parmi les points de i?^, il y en aura qui seront compris dans la partie 
positive et qui n^idmettront aucun correspondant soit dans la partie po- 
sitive, soit dans la partie negative. Ils formeront un certain polygone 
normal P. 

La partie negative formera un cert^iin polygone normal P'; et a 
chaque point de cette partie negative correspondront deux points de la 
partie positive dont Tensemble formera deux polygones normaux P" et 
P"', tous deux congruents a P*. Cela pose, retranchons de R^ le polygone 
P" et ajoutons-y le polygone congruent P. Nous obtiendrons ainsi une 
nouvelle region R^ qui pourra servir comnie R^ a engendrer le groupe 
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fuchsieii G. C^^tte region iraura plus de partie negative et sera fonnée 
des deux polygones P et P"'. 

Ce sera done un poJygone normal convexe. 

On voit ainsi que dans fous les vas possibleSy on peut supposer qu^ E^ 
est un polygone normal convexe. 

Si Ton connait le polygone normal B^ et la distribution de ses cotés 
en paires de cötés conjugués, le groupe G est entiérement déterminé. 

En effet reportons-nous ä ce que nous avons vu dans le § précédent: 

Les substitutions fondamentales de G sont celles qui correspondent 
aux regions limitrophes de R^ ; on les obtiendra done en envisageant un 
des cotés de la V^^ sorte de R^ et en cherchant quelle est la substitution 
qui change ce cöté en son conjugué. Or soient ÄB et A'B' deux cötés 
conjugués. Ces deux cotés, d'aprés le § 3, devront étre congruents, c'est 
a dire que Ton aura: 

(A, B) = {A\ B). 

Or dans ce cas, d'aprcs le § 1, il existe une substitution reelle qui change 
AB en .A*B et en general cette substitution est parfaitenient déterminée. 
Les substitutions fondamentales du groupe G et par conséquent le groupe 
G lui-meme sont done parfaitement déterminés. 

Cest pour cette raison que j'appellerai le polygone R^ polygone ge- 
ner ateur du groupe G, 



§ 5. Classification en familles. 

Nous avons vu plus haut que deux, trois ou plusieurs des soinméts 
du polygone R^ peuvent étre des points correspondants et nous avons 
appelé cycle Tensemble des sommets de ce polygone qui sont correspon- 
dants ä Tun d'entre eux. 

Les sommets de R^ se répartissent de la sorte en un certain nombre 
de cycles. Voyons comment, connaissant la distribution en paires des cotés 
de la 1*'*" sorte, on pourra trouver la distribution des sommets en cycles. 
Pour cela il suffit d'appliquer la régle suivante que Ton démontrerait 
sans peine. 

Supposons qu'on parcoure dans un certain sens le périmétre du po- 
lygone R^, et qu'on rencontre successivemen t un cöté, puis un sominet, 
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puis un autre coté, puis un uutre sommet ut aiiisi de suite. Cela pose, 
partons d'un sommet quelconque; envisageons le cöté suivant, puis son 
conjugué si ce cöté est de la 1^" sorte; puis le sommet suivant, puis le 
cöté suivant, puis son conjugué si ce cöté est de la V^^ sorte, et ainsi de 
stiite. On pourra continuer ainsi jusqu^a ce qu'on revienne au sommet 
qui a servi de point de départ, ou bien jusqu'ä ce qu'on arrive ä un 
cöté de la 2^® sorte. 

Dans le premier ^cas, tous les sommets que Ton aura rencontrés de 
la sorte formeront un cycle. Dans le second cas, .il sera nécessaire pour 
compléter le cycle de reprendre le sommet qui a servi de point de départ 
et de remonter a partir de ce sommet, en considérant successivement le 
cöté précédent, puis son conjugué si ce cöté est de la 1^" sorte, puis le 
sommet précédent, puis le cöté précédent, et ainsi de suite jusqu^ä ce 
qu'on finisse par arriver a un cöté de la 2^^ sorte. 

Il est aisé de voir quMl y a trois catégories de cycles: Tout point 
correspondant d*un point z situé au dessus de X est lui-mcme au dessus 
de X, donc tout sommet correspondant d'un sommet de la 1*'*" catégorie 
(§ 3) est lui-méme de la 1^'" catégorie. Il y aura donc des cycles formés 
uniquement de sommets de la 1^'" catégorie; ce seront les cycles de la i^" 
catégorie. En partant d'un sommet de la 1^*"® catégorie et prenant succes- 
sivement les cötés et les sommets que Ton rencontre en appliquant la 
régle précédente, on ne rencontrera jamais que des sommets de la 1^'" 
catégorie et par conséquent aussi jamais que des cötés de la 1^" sorte. 
On ne sera donc arrété que quand on sera revenu au sommet qui aura 
servi de point de départ, c^est ä dire que le cycle sera fermé, 

Tout sommet correspondant d'un sommet de la 2*^® ou de la 3"* ca- 
tégories, devra lui-mcme appartenir a Tune des deux catégories. Ce qui 
nous améne a considérer deux nouvelles classes de cycles. 

Les cycles de la 3^' catégorie ne contiendront que des sommets de la 
2*** catégorie; en leur appliquant la régle précédente, on ne rencontrera 
pas de cöté de la 2^® sorte, c'est a dire que le cycle sera encore fermé* 

Les cycles de la S"*'' catégorie contiendront des sommets de la 3"® 
catégorie et pourront en contenir également de la 2*^*"; en leur appliquant 
la régle précédente, on rencontrera des cötés de la 2^** sorte, c'est ä dire 
que le cycle sera oiiverf. Cela va nous permettre de classer en famiUes 
les polygones B^ et par conséquent les groupes G, 
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Le polygone B^ sera 
de hl I"'*' famille 8'il a des cycles de la 1'" catégorie seulement 
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Quelques exemples ferout mieux comprendre ma pensée. 

Exemple I. Le polygone li^ est un hexa- 
gone ABCDEF; tous les cötés sönt de la 1^'" 
sorte; les cötés 

^ ^x AB et AF 

BC et FE 
CD et ED 

sont conjugués. Appliquons la regle, nous rencontrerons successivenient: 

I"" en partant du somniet A, le soinmet A, le cöté AB^ le coté AF 
et le sommet A. 

2"* en partant de ii, le sommet Bj puis BC\ puis ^i'', puis Fj puis 
i^'^, puis -45, puis B. 

3'' en partant de C\ le sommet C, puis Cl>, puis jBD, puis Ey puis 
JBl^; puis 5C, puis a 

4"* en partant de D, le sommet D, puis DEj puis C/>, puis D. 

Il y a done quatre cycles formés respectivement: 

1"* du sommet A 

2"* des sommets B et F 

3** des sommets C et E 

4*" du sommet D. 

Exemple II. Le polygone i?^ est toujours un hexagone ABCDEF 
dont tous les cötés sont de la 1*" sorte; mais les cötés opposés 

AB et DE 
BC et EF 
CD et FA 

sont conjugués. Appliquons la régle, nous rencontrerons successivenient 
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I*" en partant de A, le sommet A, puis AB, piiis DE, puis Ey puift 
EFy puis BCy puis C\ puis C7J, puis jF-4, puis A. 

2" en partant de By le sommet 5, puis BCj puis ^F, puis F, puis 
FAy puis CD, puis D, puis DF, puis -4B, puis B. 

Il y a done deux cycles formés respectivement: 

V des sommets Afi et E 

2*" des sommets B,D et jF. 

Exemple III. Le polygone JB^ est un octogone ABCDEFGH dont 
tous les cötés sont de la 1^" sorte, les cotés opposés: 

AB et EF 

BC et FG 

CD et GH 

DE et HA 
sont conjugués. 

Partons du sommet Ay nous rencontre- 

rons successivement: Ay ABy EFy Fy FGy BCy Cy CD, GHy Hy HAy DE, E, 

EF, ABy By BCy FGy Gy GHy CD, Dy DEy HA, A. 

Tous les sommets font done partie d'un méme cycle. 
Exemple IV. Supposons maintenant que les cotés: 

AB et CD 

BC et DE 

EF et GH 

FG et HA 
soient conjugués. 

Partons encore de Ay nous rencon trerons: 

Ay ABy CDy Dy DEy BC, Cy CDy ABy By BCy DEy Ey EFy GHy Hy 
HAy FGy Gy GHy EFy Fy FGy HAy A. 

Tous les sommets font encore partie d'un méme cycle. 
Dans les quatre exemples précédents, tous les cötés sont de la 1*" 
sorte, tous les cycles sont done de la P'^ ou de la 2^* catégories. 

Exemple V. Le polygone JB^ est encore 
un octogone ABCDEFGH. 

Les cötés ABy CDy EFy GH sont de la 1''^ 
sorte, les cötés BCy DEy FGy HA sont de la 2^* 
sorte. I^es cötos: 



I r^\r^ O J 

X A B CD ET GH 
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ÄB et Cl) 
EF et GH 

sont conjugués. On rencontrera successivement: 

1*^ en partant de Aj le cöté AB, puis CD, puis D, puis DE qul est 
de la 2^' sorte. 

2° en partant de C, le coté CD, puis AB, puis J5, puis BC qui est 
de la 2^^ sorte. 

3° en partant de E, le coté -BjF, puis GH, puis //, puis HA qui est 
de la 2*^® sorte. 

4"* en partant de G, le cöté öÄ,' puis EF, puis J^', puis FG qui est 
de la 2*^** sorte. 

Les sommets se répartissent donc en 4 cycles formés respectivement: 

V de A et de D, 2" de C et de B, 3" de E et de Ä, 4° de 6^ et de F. 

Ces cycles sont ouvertSy puisque dans la recherche de chacun d'eux 
on a été arrété par la rencontre d'un cöté de la 2*^® sorte. Ils sont donc 
de la 8°** catégorie. 

On peut pousser plus loin encore la classification des polygones B^ 
et des groupes G, Voici de quelles considérations nous pourrons faire 
usage ä cet effet. 

Considérons d'abord un cycle de la 1^" catégorie et un sorninet A^ 
de Rq faisant partie de ce cycle. Soit B^ le cöté suivant, C^ son con- 
jugué, j4j le sommet suivant, B^ le cöté suivant, C^ son conjugué^ A^ le 
sommet suivant et ainsi de suite, on poursuivra de la sorte jusqu'a oe 
qu'on arrive a un sommet A^ colncidant avec A^. 

On pourra méme poursuivre indéfiniment de cette fa9on sans étre 
jamais arrété puisque Ton ne rencontrera pas de cöté de la 2"^® sorte. 
Mais le sommet A^ ne différera pas de A^, le sommet ^„^i de A^, et en 
general le sommet Aj^ de Aj, si on a 

h^k mod. n. 

Le cycle se compose alors de n sommets distincts, a savoir A^^, A^, 

Supposons maintenant que Ton décrive autour de A^ iin cycle infi- 
niment petit quelconque; on sortira de B^ par le cöté B^, pour entrer 
dans le polygone B^. Considéré comme äppartenant a ce dernier polygone, 
le cöté jBj sera Thomologue de C^ ; par conséquent le point A^^ sera Tho- 
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mologue de A^ et le c6té suivant sera Thomologue de B^, Le cycle in- 
finiment petit décrit autour de A^ sortira ensuite du polygone R^ en 
franchissant ce c6té homologue de B^ et entrera dans un certain polygone 
que j'appelle R^. Considéré comme appartenant a ce polygone, le cöté 
qui dans R^ était homologue de B^ sera homologue de C^; le point A^ 
sera homologue de A^ et le cöté suivant Thomologue de jBg. 

On continuera de la sorte, la loi est manifeste. On passera succes- 

sivement dans les polygones R^, 2?^, R^ i?^_j et enfin dans R^ 

qui devra se confondre avec R^. 

On sortira du polygone R^ pour entrer dans le polygone R^^i en 
franchissant un cöté qui envisagé comme appartenant ä R^ sera Vhomologue 
de -B*+i et envisagé comme appartenant k R^^i sera Thomologue de C^+i- 
Le sommet A^ envisagé comme appartenant ä R^ sera Thomologue de A^. 

Mais le polygone R^ doit se confondre avec R^ ; donc le sommet A^ 
ne doit pas dififerer de ^^, on a donc 



d'ou: 



3^0 mod. n 



Ro-R« 



q = pn. 

Le nombre des polygones qui ont un sommet en A^ sera donc divisible 
par n. 

La figure ci-jointe éclaircira peut-étre ce qui 
précéde. Nous y avons supposé 

n = 3, jp = 2. 

Nous n'avons représenté que les parties des poly- 
gones qui sont infiniment voisines de A^ ; c'est pour- 
quoi chacun de ces polygones est représenté seule- 
ment par un angle. Dans le voisinage de chaque 
sommet A (ou de chaque coté B ou C) et k Tin- 
térieur de chaque polygone JB,, nous avons marqué une lettre indiquant 
quel est le sommet (ou le coté) de R^ dont ce sommet A (ou ce cöté 
B ou C) est rhomologue si on Tenvisage comme faisant partie du poly- 
gone JBj. 

Nous avons donc autour du point A^ pn angles dont la somme doit 
étre égale ä 2;r, et comme dans deux polygones congruents les angles 
homologues sont égaux, on aura: 




Åeta mathematiea. I. 
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A, + A^+Ä^ + + ^_i = 2k, 

Or on a: 

Ätn + Atn-^i + Ain^2 + + Ajtn^n^l = A^ + A^ + + An^V 

Il vient donc: 

2k 
A, + A^ + A^ + + An-^i = — 

ce qui permet d'énoncer le théoréme suivant: 

La somnie des angles de R^ qui correspondent aux sommets d'un méme 
cycle de la i*'"* catégorie est une partie aliquote d-e 27c. 

Mais ici deux cas peuvent se presenter: ou bien la somme de ces 
angles sera égale a 2;r, ou bien ä 2;r di vise par un nombre entier plus 
grand que 1. 

Dans le premier cas je dirai que le cycle appartient ä la 1*" sous- 
catégorie; dans le second cas, qu'il appartient a la 2* sous-catégorie. 

Les propriétés des cycles de ces deux sous-catégories ne sont pas tout 
a fait les mémes; c'est ce qui nous engage a faire dans la V^^ famille 
une coupure, et ä séparer, sous le nom de P' ordre, les polygones R^ 
dont tous les cycles sont de la 1*" sous-catégorie, pendant que les autres 
polygones R^ qui auront un cycle de la 2''* sous-catégorie formeron t le 
2* ordre. 

Reprenons les polygones R^y R^y R^_^ qui ont un sommet en A^. 

Envisageons la substitution reelle qui change R^ en JB„ et qui fait 
évidemment partie du groupe G. Gette substitution ne changera pas le 
point A^ qui devra par conséquent en étre un point double. Cest donc 
une substitution elliptique; elle pourra se mettre sous la forme (3) § 1 
et de telle sorte que ^^^ 

K=e~^. 

Supposons maintenant que le point A^ au lieu d'appartenir ä un cycle 
de la 1^" catégorie, appartienne a un cycle de la 2® catégorie. Tous les 
raisonnements précédents s^appliqueront, puisque nous n'avonssupposéqu'une 
chose: c'est que le cycle était fermé, et puisque cela est vrai des cycles de la 
2^® comme de ceux de la 1*'* catégorie. Seulement le nombre q et par 
conséquent le nombre p seront infinis. La somme des angles correspon- 
dant aux divers sommets du cycle sera donc nulle et c'est ce qu'il était 



Théorie des groupes fuchsieos. 27 

aisé de prévoir, puisque tout angle d'un polygone normal dont le sominet 
est sur X est évidemment nul. La substitution reelle qui change R^ en 
R^ ne changera pas A^. Ge sommet en sera donc un point double, et 
comme il est sur X, la substitution sera parabolique ou hyperbolique. 

Soit S cette substitution; soit C^ le c6té qu'il faut franchir pour 
passer de B^ dans Rjt^i- 0^+» sera le transformé de C^ par S, de sorte 

que les divers c6tés C\ seront les transformés successifs de (7^, C^, 

^n-i P^r lö. substitution S et la substitution inverse. 

Supposons d'abord que la substitution S soit parabolique. Nous 
avons vu^ (§ 1) qu'un are fini de courbe qui ne coupe pas X ne peut 
rencontrer qu'un nombre fini de transformés successifs d'un cercle tel que 
C^ par une substitution telle que S et par sa substitution inverse. Un 
pareil are ne passera donc qu'a travers un nombre fini des polygones JB^, 
2?j, R^ qui ont un sommet en A^. 

Supposons au contraire que la substitution S soit hyperbolique. 
Soient Aq et Äq les deux points doubles de cette substitution, C le cercle 
décrit sur A^ Ä^ comme diamétre. Nous avons vu (§ 1) qu'un are fini 
de courbe qui ne coupe pas X rencontre un nombre infini de transformés 
successifs d'un cercle tel que C^ ou n'en rencontre qu'un nombre fini, 
suivant qu'il coupe ou ne coupe pas le cercle C. Un pareil are traversera 

donc un nombre infini des polygones JB^, iJ^, JB^, s'il coupe 

Cy et il n'en traversera qu'un nombre fini s^il ne coupe pas C. Si la 
substitution S est parabolique, nous dirons que le cycle auquel appar- 
tient Aq est de la 3°*® sous-catégorie ; si elle est hyperbolique, nous dirons 
que le cycle est de la 4** sous-catégorie. 

Cela va nous permettre de subdiviser les 2*, 4®, 6®, 7® familles. 

Un groupe de Tune de ces familles appartiendra au 1*' ordre de cette 
famille s'il ne contient pas de cycle de la 4® sous-catégorie, et au 2*^ 
ordre s'il contient des cycles de la 4® sous-catégorie. 

§ 6. Existence des groupes fuchsiens. 

Jusqu'ici nous avons raisonné sur les groupes fuchsiens en supposant 
qu'ils existaient et nous n'en avons pas démontré Texistence. Nous avons 
vu que tout groupe fuchsien G peut étre considéré comme engendré par 
un polygone normal R^ dont les cotés sont de deux sortes; ceux de la 
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1*" sorte sont des arcs de cercle ayant leur centre sur X, ceux de la 2**® 
sorte sont des segments de Taxe X lui-méme. Les cötés de la 1*" sorte 
sont au nombre de 2n et se répartissent en paires de cötés conjugués. 
Quand on connait le polygone R^ et la répartition de ses cötés en paires, 
le groupe G correspondant est en general parfaitement déterminé. Quant 
aux sommets, ils se répartissent en un certain nombre de cycles. 

Pour pouvoir donner naissance a un groupe fuchsien G, le polygone 
Rq doit satisfaire ä deux conditions: 

V Deux cötés conjugués doivent étre congruents. 

2"* La somme des angles d*un méfne cycle de la i**** catégorie doit étre 
une partie aliqtwte de JStt. 

Ces conditions sont nécessaires; sont elles suffisantes? Cest ce que 
je vais démontrer. 

Je suppose que le polygone B^ soit donné, ainsi que la distribution 
de ses cötés de la 1*" sorte. De cette connaissance résulte celle des sub- 
stitutions fondamentales du groupe correspondant et par conséquent la 
possibilité de construire les polygones R limitrophes de R^. Opérant sur 
ceux-ci comme on a opéré sur JB^, on construira les polygones limitrophes 
des polygones déjä obtenus et continuant indéfiniment cette operation, on 
construira une infinité de polygones congruents a R^. Mais ici plusieurs 
hypothéses peuvent etre faites: 

1"* Ou bien les polygones ainsi construits couvriront une partie du 
plan mais ne la couvriront qu'une fois de maniére a ne pas empiéter les 
uns sur les autres et ä ne pas se recouvrir mutuellement. Alors ils for- 
meront une sorte de damier; la portion du plan envisagée sera partagée 
en un certain nombre de regions congruentes entré elles. L'existence du 
groupe fuchsien correspmidant ä R^ sera donc démontrée. 

2** Ou bien les polygones construits de la sorte empiéteront les uns 
sur les autres de fa9on ä recouvrir une partie du plan plusieurs fois ou 
méme une infinité de fois. Dans ce cas le groupe auquel conduirait R^ 
(c'est ä dire le groupe dont les substitutions fondamentales sont celles qui 
changent chaque cöté de la 1*'® sorte de R^ en son conjugué) est continu; 
ce n'est pas un groupe fuchsien. 

Comment reconnaitrons-nous maintenant quel est celui de ces deux 
cas auquel nous avons affaire? Considérons un point quelconque Aj in- 
térieur a i?^, et un second point B quelconque. Joignons A k B par un 
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are de courbe quelconque AMB. Cet are sortira de B^ par un certain 
c6té C^; on construira alors le polygone B^, limitrophe de B^ le long 
de (7^,; si AMB sort de B^ par un cöté C^, on construira le polygone JB,, 
limitrophe de B^ le long de C^ et ainsi de suite. 

Les ares AMB seront de deux sortes: 

1"* Ou bien apres un nombre fini d^opérations de ce genre on finira 
par trouver un polygone B^ duquel ne sorte plus Tare AMB, de telle 
fa^on que le point B soit a Tintérieur de J2„ ; c'est alors que le point B se 
trouve dans la partie du plan recouverte par les polygones B et que Tare 
AMB ne sort pas de cette partie du plan: Tarc AMB sera de la i*'*' sorte. 

2** Ou bien, quelque grand que soit le nombre des operations efiFec- 
tuées, on ne trouvera jamais un polygone B^ duquel ne sorte plus Tare 
AMB. L'arc AMB sera alors de la J2' sorte. 

Au sujet du point B on peut faire trois hypothéses: 

V Tous les ares AMB que Ton peut tracer entré -4 et jB sont de la 
2* sorte; le point B est alors hors de la partie du plan recouverte par 
les polygones B. 

2"" Parmi les ares AMB tracés entré A et By il y en a de la 1*" 
sorte; chacun de ces ares conduit, d^aprés ce qui précéde, a un polygone 
B„ a rintérieur duquel se trouve B. De plus ce polygone 2?„ est le méme 
quel que soit Tarc AMB de la 1^" sorte par lequel on a joint les deux 
points A et B. Dans ce cas le point B est dans la partie du plan re- 
couverte par les polygones i?; de plus ces polygones ne recouvrent cette 
partie du plan qu'une seule fois et Texistence du groupe fuchsien corre- 
spondant ä B^ est démontrée. 

S"* Parmi les ares AMB tracés entré A et 5 il y en a de la 1*" 
sorte, chacun d'eux conduit a un polygone B^ a Tintérieur duquel se 
trouve B; mais ce polygone change quand on change Tarc AMB. Dans 
ce cas le point B est dans la partie du plan recouverte par les polygones 
B] mais ces polygones recouvrent cette partie du plan plus d'une fois de 
telle sorte qu'il n'y a pas de groupe fuchsien correspondant ä B^. 

Nous sommes donc conduits a la régle suivante. 

Il faut joindre deux points A et B par deux ares AMB, AN B de 
la 1*'® sorte et rechercher si ces deux ares conduisent a un méme poly- 
gone JB„. 

Mais nous pouvons la modifier de la maniére suivante: On trace un 
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contour fermé ÄMA, dont le point initial et final A est intérieur a B^; 
si cet are AMÄ sort de B^ par un c6té C^, on construira le polygone iJ^ 
limitrophe de B^ le long de C^; s'il sort de B^ par un cöté (7^, on con- 
struira le polygone JJ^, limitrophe de B^ le long de C^ et ainsi de suite. 
Je suppose de plus que Tarc AMA soit de la !*'• sorte, c'est ä dire qu'on 
Tait choisi de telle maniére qu'aprés un norabre fini d'opérations, on arrive 
a un polygone B^ d'ou ne sorte plus Tarc AMA. Pour que le groupe 
fuchsien existe, il faut et il suffU que, quel que soit le contour AMA de la 
i*'"* sorte, le polygone B„ soit précisément B^. 

Supposons d'abord que le polygone B^ envisagé n'adinette pas de 
cycle de la 4® sous-catégorie. 

Dans ce oas j^énoncerai les théorémes suivants: 

I. Tout are de courbe AMB qui coupe X est de la 2* sorte. En effet 
le polygone B^ est tout entier au-dessus de X et il en est par conséquent 
de inéme de tous les polygones B qui lui sont congruents. Supposons 
qu'on construise les polygones J2i, JB^, etc. JB„ comme il a été dit plus haut. 
Ils seront tous dans la partie du plan situce au dessus de X et comme 
Tarc AMB doit sortir de cette partie du plan, il devra sortir de B^ quel- 
que grand que soit n. C. Q. F. D. 

II. Tout are AMB qui ne coupe pas X est de la 1^"^ sorte. En effet 
je construis comme il a été dit plus haut les polygones . 



^11 B^, R^ 



p 



et j'appelle Xp la portion de Tarc AMB qui est a Tintérieur du polygone 
Bp. Uarc AMB va se trouver décomposé en une serie d'arcs A^, A^, 

Aj, correspondant a la serie des polygones JB^, 2?^, iJj, Le 

nombre de ces arcs (qui est celui des polygones correspondants) sera fini 
si AMB est de la 1*" sorte (ce que nous nous proposons de démontrer) 
et infini dans le cas contraire. 

L'arc Kp joindra évidemment deux c6tés de la 1*" sorte du polygone 
Bpy car il ne doit pas couper X et ne peut par conséquent aboutir ä un 
cöté de la 2* sorte puisque ces cotés sont des segments de X On peut 
d^ailleurs faire deux hypothéses: 

V On peut supposer que les deux cotés auxquels aboutit Tarc Xp 
sont deux c6tés consécutifs du polygone Bp séparés seulement par un 
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sommet Ä^ de ce polygone. Je dirai que Xp est de la 1*" espéce et qu'il 
sous-tend le sommet Äj,. Exemples, les arcs CD et FG de la figure en bas. 

2** On peut supposer que les deux c6tés auxquels aboutit Tare X^ ne 
sont pas consécutifs, et dans ce oas je dirai que Ap est de la 2* espéce. 
Exemple, Tarc ÄB de la figure. Le polygone B^ étant congruent a 
B^y Tarc Xp sera congruent a un certain are X joignant deux points du 
périmétre de B^ appartenant ä deux c6tés non consécutifs. Il est clair 
que la distance de ces deux points ne pourra étre infiniinent petite et 
que par conséquent la L (voir § 1) de cet are X ne sera pas non plus 
infiniment petite, mais sera plus grande qu'une certaine quantité donnée 
K. La L de Tarc Xp sera la méme que celle de Tarc congruent A; elle 
sera donc plus grande que K. 

Soit L^ la L de Tarc AMB\ elle est finie parce que cet are ne 
coupe pas X. Le nombre des arcs Xp de la seconde espéce sera donc 

plus petit que -^ , et par conséquent limité. 

On pourra donc prendre q assez grand pour que les arcs A^^,, 

Ay+2, et en general les arcs Xp ou p > q soient tous de la 1^" 

espéce; il reste ä démontrer que le nombre de ces arcs Xp{p>q) est fini. 

J'envisage deux arcs consécutifs Xp et Xp^i et Tarc /JLp = Xp-\- Xp^i formé 
par leur réunion; je dirai que Tarc /ip est de la 1*" catégorie si les arcs 
Xp et Xp^i sous-tendent un méme sommet, et de la 2° catégorie dans le 
cas contraire. Ainsi: Tarc CE de la fiffure sera de la 2** 
catégorie et Tarc FH de la premiére, parce que Tarc CD y^ Rp,. \^ 
sous-tend le sommet Ap pendant que les arcs FG^ GH et \ 
DE sous-tendent le sommet Äp. ^L-'' 

Envisageons un are fip de la 2* catégorie: il aboutira >. 
a deux c6tés de la 1*'® sorte appartenant Tim a iJ^, Tautre 
a Bp^i et il traversera le cöté Cp qui sert de frontiére commune a ces 
deux polygones; d^ailleurs ces trois cötés n'ont aucun point commun. 

Le polygone Bp étant congruent a i?^,, le cöté Cp sera congruent a 
un des cötés ^ de B^. Soit B' celui des polygones B qui est limitrophe 
de Bq le long de H; Tarc /ip sera congruent d'un certain are jj. dont Tune 
des extrémités sera sur un des cötés B de B^ et Tautre sera sur un des 
cötés B' de B'] cet are traversera le cöté H. D'ailleurs les trois cötés 
Bj H et B' n'auront aucun point commun. 
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Dans ces conditions il est clair que la L de Tare /i et par consé- 
quent celle de [Xp n'est pas infiniment petite et est plus grande qu'une 
quantité fixe K. Il suit de la, comme plus haut, que le nombre des 
ares [Xp de la 2"® catégorie est limité et qu'on pourra prendre q assez 

grand pour que tous les arcs /i^+„ /i^+2> ^t ^^ general fXp{p> q) 

soient tous de la I**"* catégorie; en d^autres termes tous les arcs A^^.i, k^^^ 
etc. et en general tous les arcs Xp (jp > q) sous-tendront un méme sommet D. 

Il reste h, démontrer que le nombre de ces arcs Xp sous-tendant le 
sommet D est fini. Nous pouvons faire deux hypothéses: 

1*" Ou bien 1) appartient a un cycle de la 1*'® ou de la S"** catégorie, 
et alors ce sommet n'appartient qu'ä un nombre fini de polygones J2, et 
par conséquent le nombre des arcs Xp est nécessairement fini. 

2° Ou bien D appartient ä un cycle de la 2*^* catégorie, c'est a dire 
de la 3""® sous-catégorie, puisque nous avons supposé que le polygone R^ 
n'admettait pas de cycles de la 4°*® sous-catégorie. Nous avons vu (§ 5) 
qu'un are de courbe ne coupant pas X ne pouvait traverser qu'un nonibre 
fini des polygones auxquels appartient le sommet D. Il suit de la que 
le nombre des arcs Xp est fini. 

Donc dans tous les cas, le nombre des arcs Xp est fini; donc Tarc AMB 
est de la 1*" sorte. C. Q. F. D. 

Donc la partie du plan recouverte par les polygones B est la partie 
située au-dessus de X, 

Considérons maintenant un contour fermé AMA åe la 1*" sorte, c'est 
a dire ne coupant pas X; appliquons lui la régle exposée plus haut et 
supposons qu'en le parcourant on rencontre successivement les polygones 

2?^ , JBj , pour arriver au polygone JB„ quand on sera de retour au 

point A, Si le polygone 2?„ est précisément i?^, je dirai que AMA est 
de la 1^" espéce et, dans le cas contraire, qu'il est de la 2^** espéce. Pour 
que le groupe fuchsien existe il faut et il suffit que tous les contours 
AMA de la P" sorte soient de la l^*"® espéce. A ce sujet je démontrerai 
successivement les théorémes suivants: 

III. Si le contour AMA se compose T d'un are de courbe AMB, 
2^ d'un contour fermé infiniment petit BNB, 3** de rare AMB parcouru en 
sens contraire, il est de la i*'*' espéce. 

En efiFet construisons successivement, d^aprés la régle exposée plus haut, 
les polygones i?^, 2?^, B^ B^ que Ton rencontre en parcourant Tarc 



Théorie des groupes fuchsions. 33 

ÄMB. Parcourons ensuite le contour infiniinent petit BNB. On peut 
faire au sujet de ce contour trois hypothéses: 

Y Ou bien BNB reste tout entier a Tintérieur du polygone JB„ et 
alors parcourant ce contour on ne sortira pas de ce polygone. 

2"* Ou bien BNB franchit un des cotés C^ de B^ mais sans envelopper 
un des sommets de ce polygone. Alors en suivant le contour, on sortira 
d'abord de B^ en franchissant le cöté C^ pour entrer dans un nouveau 
polygone i2„,4.i, puis on sortira de i2^+i en franchissant le cöté C^ en sens 
contraire et par conséquent en rentrant dans B^. 

3"* Ou bien BNB enveloppe un des sommets de B^. Ce sommet sera 
forcément de la 1*" catégorie puisqu^il ne pourra étre sur X Ce sommet 
appartiendra a un cycle comprenant par exemple n sommets et la somme 

des angles correspondants sera — • On rencontrera alors en parcourant BNB 

successivement pn polygones iJ^+i, i2m+2) J^m+pi.J ^^ somme des 

angles en D de tous ces polygones étant 2;r, i2m+i>n se confondra avec B^. 

Donc dans tous les cas possibles, on retombera sur le polygone B^ 

apres avoir parcouru le contour BNB. Parcourons maintenant Tarc AMB 

en sens contraire; nous rencontrerons successivement les polygones JB^, 

iJ^_i, jRp i2^, c'est a dire, dans Vordre inverse, ceux que nous 

avions rencontrés en parcourant une premiére fois Vare AMB. Qaand 
nous serons de retour au point Aj nous retomberons sur le polygone B^. 
Donc le contour AMA sera de la 1*" espéce. C. Q. F. D. 

IV. Si deux contours AMBPA, APBNA sont de la 
i*''' 8orte et de la i**** espéce, il en sera de méme du contour 
AMBNA formé par leur réunion. 

En effet si AMBPA, APBNA sont de la 1^" sorte, 
c'est que ni AMBy ni ANB ne sortent de la region re- 
couverte par les polygones B et par conséquent que AMBNA 
est aussi de la 1^" sorte. 

Si AMBPA est de la P" espéce on arrive au méme 
polygone jB„ en suivant Tarc AMB ou Vare APB; si APBNA est de la 1*'* 
espéce on arrive au méme polygone i2„ en suivant Tarc APB ou l'arc 
ANB. Donc on arrive au méme polygone B^ en suivant Vare AMB ou 
rare ANB. Donc AMBNA est de la V espéce. C. Q. F. D. 

Acta mathematica. I. 5 
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V. Si un contour AMÄ est de la i*'"' sorte^ tout contour ANA qui 
lui est intérieur est aussi de la 1^''' sorte. 

En eflfet si AMA ne coupe pas X, il en sera de méme du contour 
intérieur ANA. C. Q. F. D. 

VI. Un contour quelconque AMA de la 1^*'' sorte est de la I*'"' espece. 

En eflfet ce contour pourra étre décomposé en une infinité de contours 
coinme ceux qui sont considérés dans le théoréme III. En vertu du 
théoréme V, ces contours sont tous de la 1*" sorte; donc en vertu du 
théoréme III chacun d'eux est de la 1*" espéce, donc en vertu du thé- 
oréme IV le contour total lui-méme AMA est de la 1*" espéce. C. Q. F. D. 

L'existence du groupe fuchsien correspondant ä B^ est donc démontrée. 

Les polygones R transformés de R^ par les diverses substitutions de 
ce groupe recouvriront toute la partie du plan située au-dessus de X et 
ne la recouvriront qu'une fois. 

Je suppose maintenant que R^ admette des cycles de la 4*"' sous-catégorie. 

Les théorérnes I, III et IV seront évidemment encore vrais. Mais ii 
n*en sera pas de méme du théoréme II. Voyons comment il faudra le 
modifier dans le cas qui nous occupe. 

Reprenons les notations de ce théoréme. On démontrera comme plus 
haut que Ton peut prendre q assez grand pour que tous les arcs Åp ou 
p > q soient de la 1 *" espéce et sous-tendent un méme sommet D. Je 
n'ai rien ä ajoiiter pour le cas ou D est de la 1*'® ou de la 3"® catégorie, 
ou bien de la 3°"® söus-catégorie. Supposons maintenant que D soit de 
la 4°® sous-catégorie. Le nombre des arcs Xp{p>q) sera-t-il fini ou in- 
fini? Nous avons vu (§ 5) qu'un are de courbe qui ne coupe pas X 
traverse un nombre infini des polygones jR qui ont un sommet en D ou 
seulement un nombre fini, selon qu'il coupe ou ne coupe pas un certain 
cercle C passant par D et ayant son . centre sur X. 

Il suit de lä qu'un are AMB qui ne coupe pas X peut cependant 
étre de la 2°'*' sorte. 

Considérons un are AMB de la 2* sorte venant aboutir a un cercle 
C et supposons qu*il se déforme d'une fa9on continue, il ne pourra cesser 
d'étre de la 2°"® sorte qu'en cessant de couper C, comme il est aisé de le 
comprendre. 
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. Le théoréme V est encore vrai, mais il a besoin d'une demonstration 
nouvelle. Envisageons un contour fermé AMA qui soit de la 1*" sorte 
et un second contour ANA intérieur au premier; je dis que ee second 
contour ne peut étre de la 2^® sorte: en effet s'il en était ainsi, il devrait 
couper un certain cercle C; on pourrait passer du contour ANA au contour 
AMA d'une fa9on continue, et en variant de la sorte, le contour ANA 
ne cesserait pas de couper C: il ne cesserait donc pas d'étre de la 2^® 
sorte, de maniére que AMA devrait étre de la 2^® sorte, ce que nous 
n^avons pas supposé. 

Le théoréme V étant démontré, le théoréme VI doit étre vrai égale- 
ment et par conséquent Vexistence du groupe fuchsien correspondant ä R^ 
est démontrée. Les polygones jR, transformés de jR^ par les substitutions 
de ce groupe, recouvrent toute une partie du plan S et ne la recouvrent 
qu'une fois. Cette region S est tout entiére au-dessus de X et elle est 
limitée par des segments de cet axe et par une infinité de cercles tels 
que C ayant leurs centres sur X. 

Nous avons donc démontré dans tous les cas possibles Texistcnce du 
groupe fuchsien correspondant a R^ ; mais la demonstration peut étre con- 
sidérablement simpliiiée dåns certains cas particuliers, par exemple quand 
on n'a pas de sommet de la 1^" catégorie. Dans ce cas, en eflfet, le po- 
lygone JB^, s'il a 2n cotés de la premiére sorte, divise la partie du plan 
située au dessus de X en 2n + 1 regions, ä savoir le polygone R^ lui- 
méme et la region comprise entré Taxe X et chacun des c6tés de la 1*™ 
sorte. Considérons un c6té C^, la region Sj, comprise entré C^ et X et 
le polygone Ri limitrophe de R^ le long de C^. Le polygone R^ sub- 
divisera la region S^ en 2n regions plus petites, a savoir le polygone jR^ 
lui-méme et la region comprise entré Taxe X et chacun des cotés de la 
1*'® Borte restes librcs. Quand on aura construit plusieurs polygones JR^, 

iJj, iJ^, la partie du plan située au dessus de X se trouvera par- 

tagée en un certain nombre de regions, ä savoir les polygones R^y jRj, 

jR^ et les regions 5^, S^, S^ compriscs entré X et chacun 

des cötés de la P" sorte restes libres. Si Ton cherche ä construire un 

nouveau polygone limitrophe de 2?^, JBj, 2?^, il se trouvera tout 

entier dans une des regions Sp 5^, 5^^. Il est donc impossible que 

les polygones ainsi construits se recouvrent mutuellement. L'existence du 
groupe fuchsien correspondant a jR^ est donc démontrée. 
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§ 7. Principaux exemples. 

Avant de donner quelques exemples de ces groupes fuchsiens dont 
je viens de dérnontrer Texistence d*une maniére générale, je vais expliquer 
une notation dont je me servirai dans la suite pour définir certaines pro- 
priétés du polygone jR^. Je commencerai par designer chacun des c6tés 
de Rq par un numéro d'ordre de telle sorte qu en parcourant le périmétre 
de ee polygone dans im sens convenable, on rencontre successivement le 
c6té 1, puis le c6té 2, etc. Cela fait j'écrirai le numéro d'un des cötés 
de la P" sorte, puis celui de son conjugué, puis une virgule, puis un 
autre c6té de la 1^'® sorte, puis son conjugué, puis une virgule etc, puis 
enfin j'écrirai a la suite les numéros des c6tés de la 2^* sorte. Par 
exemple, si R^ est un octogone dont les cötés de rang impair soient de la 
1*" sorte, ceux de rang pair de la 2* sorte et dont les c6tés opposés de la 
1*'* sorte soient conjugués, je dirai que le polygone jR^, est du systeme 

(15, 37, 2468). 

J^aurai ainsi défini le nombre des cotés de chaque sorte et la distri- 
bution des cötés en paires. De cette distribution des cötés en paires, 
nous déduirons celle des sommets en cycles. 

Je vais maintenant étudier quelques exemples, en me servant des 
notations précédentes. 

Exemple I. (14, 23). 

Le polygone R^ est un quadrilatére dont je désigne les sommets par 
ABCD] le cöté 1 sera le cöté AB] le cöté 2, le cöté BC; le cöté 3, le 
cöté CD; le cöté 4, le cöté DA. Tous les cötés sont de la 1^" sorte, ce 
sont donc des arcs de cercle ayant leur centre sur X; les cötés AB et 
ADy CB et CD sont conjugués, ils sont donc congruents. Enfin Tangle 

A est egal a — , Tangle J5 + D a-^, Tangle C k — ; les nombres oe, ^, 

P T 

Y étant entiers. 

Nous pouvons joindre les deux sommets opposés ^ et C par un are 
de cercle ayant son centre sur X, le quadrilatére R^ se trouvera ainsi 
décomposé en deux triangles curvilignes ACD et ABC 
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Je voudrais maintenant définir une expression dont je serai quelque- 
fois appelé ä me servir duns la suite. Envisageons dans le plan une 
transformation par rayons vecteurs réciproques; soit O le centre de la 
transformation et IC son paramétre; le cercle C dont le centre est O et 
le rayon K demeure inaltéré par la transformation. Je dirai que cette 
transformation est une reflexion sur le cercle C et que deux figures trans- 
formées réciproques sont symétriques par rapport ä ce cercle. 

Cela pose, il est clair que les deux triangles ACDj ABC sont symé- 
triques par rapport au cercle AC. Il suit de la que les angles curvilignes 
CAD et CAB, ACD et ACB^ ABC et ADC sont égaux, et par conséquent 

que le triangle ABC a ses trois angles respectivement égaux ä-, ^, — 

Soit maintenant R^ un quadrilatére limitrophe de B^ le long d'un 
de ses c6tés, de AB par exemple; ces deux polygones seront symétriques 
par rapport au cercle AB. 

Ceci nous conduit, dans le cas particulier qui nous occupe, ä une 
construction tres-simple du systéme des polygones jR. 

On construira d'al)ord un triangle ABC dont les trois angles seront 

7Z 7Z 7C 

respectivement "' ö' ~» on peut construire une infinité de pareils triangles 

mais ils sont tous congruents entré eux; on construira alors les triangles 
symétriques de ABC par rapport a leurs cotés restes libres et ainsi de 
suite. On partagera ainsi le plan en une infinité de triangles tous con- 
gruents ä ABC ou ä ACD et en les réunissant deux a deux, on aura 
partagé le plan en une infinité de quadrilatéres congruents a iJ^ = ABCD. 
Qu'arrivera-t-il si Tun des nombres entiers oe, ^, y devient infini; 
supposons par exemple que ce soit y qui devienne infini; Tangle C qui 

était egal ä — deviendra nul; le sommet C cessera d'étre de la I*"" caté- 

gorie pour devenir de la 3™® sous-catégorie. R^ se composerait encore de 
deux triangles ABC^ ADC symétriques par rapport au cercle AC. Les 
deux c6tés AC et BC sont des arcs de cercle qui sont tangents en un 
point C situé sur X; le coté AB est aussi un are de cercle coupant AC 

et BC sous des angles - et o* 

ö a p 

Supposons en particulier: 

a = 2, ^ = 3. 
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Supposons de plus, pour achever de déterminer le triangle ÄBC^ que les 
cötés AC et BC se réduisent a deiix droites perpendiculaires a X de telle 
£39011 que le point C soit rejeté a Tinfini; que la droite BC prolongée 
vienne passer par Torigine 0; que la distance des deux paralléles AC et 

BC soit égale ä ö' Le eercle AB aura alors pour centre O et pour rayon 

1. On retorabera ainsi sur le Fundamentaidreieck de M. Klein (Mathema- 
tische Annalen, Bd. XIV). Le groupe fuchsien correspondant est extré- 

mement remarquable; il se compose de toutes les substitutions («, — ÄTd) 

telles que a, ft, c, d étant entiers, on ait arf — 6c = 1. Cest la considéra- 
tion de ce groupe et des sous-groupes qui y sont contenus qui est le 
fondement des recherches de M. Klein sur les fonctions modulaires. 

Exemple IL (16, 25, 34). 

Cest Texemple I du paragraphe 5. Le polygone B^ est un hexagone 
ABCDEF et les sonimets förment quatre cycles distincts formés respec- 
tivement des sommets A] BF; CE] D; les angles curvilignes ^, J5 + F, 

Stt ^tt ^tt 2?r 

C •{• Ej D doivent étre respectivement égaux a — , -^, — , ^r; oe, /9, j-j d 

étant des nonibres entiers positifs ou infinis. 

Un cas particulier intéressant est celui oii Tliexagone se décompose 
en deux quadrilatéres ABCDj ADEF, syraétriques par rapport au eercle 
AD. Dans ce cas on a pour les angles curvilignes de ces deux quadrila- 
téres les valeurs suivantes: 

BAD = DAF=^-\ CDA = EDA = ^; 

« o 

B = F = l] C=E =-' 

Pour construire tous les hexagones 2?, on pourra alors opérer coinme 
dans Texemple précédent; on construira le quadrilatére ABCD^ puis les 
quadrilatéres symétriques par rapport a chacun de ses cotés, puis les 
quadrilatéres symétriques de ceux-ci par rapport a chacun de leurs cötés 
et ainsi de suite. 

Considérons maintenant un exemple plus general. Supposons que B^ 
soit un polygone de 2n c6tés de la 1^" sorte dont les sommets soient 

successivement A^y A^^ A^^ A^j^^^ J5„, B„__i, B^. Supposons 

que les cotés 
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A^ A^ et A^ JB„ A^ A^ et JB, B^, . . . . An-\ An et Bn-\ Bn, An -4„+i et B, ^„+i 

soient conjugués. Les soramets se répartiront en n -{- \ cycles: 

A^\ A^B^\ A^B^\ ; An-i B.-i ; An Bn\ AnJ,\ 

et le polygone R^ s'écrira dans le systéme de notation adopté: 

(1.2», 2 . 2n — 1, 3.2/1—2, , n — 1 . ?i + 2, n.n + \), 

Dans un certain cas particulier, ce polygone R^ se divisera en deux moi- 

tiés -4^-42-^8 -^n+i 6^' ^1 ^2 J^j B^ Ä^j^x symétriques par 

rapport au cercle A^ -^n+i. Chacune de ces moitiés est un polygone cur- 
viligne dont les c6tés ont leurs centres sur X et dont les angles sont des 
parties aliquotes de t:. Pour construire tous les polygones 2?, il suffit de 

partir de A^ Ä^Ä^ -4.^.i, de construire les polygones symétriques 

de celui-ci par rapport a Tun de ses cotés, puis les polygones symétriques 
de ceux-ci par rapport ä chacun de leurs cötés et ainsi de suite. 

On pourrait citer un grand nombre d'autres exemples de polygones 
générateurs de groupes fuchsiens. Parlons seulement des exemples déja 
cités au paragraphe 5. Avec le mode de notation adopté les polygones 
Rq des exemples II, III, IV et V s'écriraient: 

(14, 25, 36) 

(15, 20, 37, 48) 

(13, 24, 57, 68) 

(13, 57; 2468). 

Quelles sont les conditions auxquelles dans ces quatre exemples doit satis- 
faire le polygone R^ pour donner naissance a un groupe fuchsien? 

Dans les trois premiers exemples les cötés conjugués doivent étre 
congruents. De plus dans Texemple II, la somme des angles de rang 
pair, comme celle des angles de rang impair doit étre une partie aliquote 
de 2;r; dans les exemples III et IV c'est la somme de tous les angles qui 
doit diviser 2;r. 

Dans Texemple V, le polygone R^ n*est assujetti a aucune condition, 

§ 8. Classification en Genres. 

J'ai fait voir dans ce qui précéde comment on pouvait partager la par- 
tie du plan qui est au dessus de X en une infinité de polygones curvilignes 
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R congruents entré eux. Envisageons maintenant la partie du plan qui 
est au dessous de X, et dans cette partie du plan les polygones curvilignes 
jRo, R\y etc. qui sont respectivement symétriques de R^^ 2?j, etc. par rapport 
ä X. Il est clair que si jR^ est le transformé de R^ par une certaine 
substitution /] {z) du gfoupe G, R[ sera le transformé de R'q par cette 
méme substitution. Les substitutions du groupe G qui transforment R^ en 

iJp 2?2> transformeront donc de méme Rq en jR',, R^, Mais 

plusieurs cas sont a considércr; si jB^, n'a pas de sommet de la 4® sous- 
catégorie, Tensemble des polygones jR et R recouvre tout le plan; si au 
contraire, nous avons des spmmets de cette sous-catégorie, les polygones 
R et R' laissent non recouvertes les regions situées ä Tintérieur d'une in- 
finité de cercles ayant leurs centres sur X. 

Voici une seconde distinction plus importante pour ce qui va suivre. 
Supposons que le groupe G soit de la 1^"^, de la 2""* ou de la 6™® fa- 
milles, nous n^aurons ni sommet de la 3® catégorie, ni coté de la 2® sorte. 
Le polygone R^ n'ayant pas pour.cöté de segment de X, sera compléte- 
ment séparé de son symétrique Rq ou bien confinera a cc polygone par 
un sommet seulement (sMl a des sommets de la 2® catégorie) et non par 
tout un cöté. Supposons au contraire que le groupe G soit de la 3% de 
la 4*^, de la 5® ou de la 7* familles, le polygone R^ aura un ou plusieurs 
c6tés de la 2® sorte et confinera ä son symétrique Rq tout le long de ces 
cötés. Supposons qu'on supprime ces cötés de la 2® sorte qui servent de 
frontiére commune ä iZ^ et a jRé, on pourra considérer Tensemble des deux 
figures Rq + Rq comme une seule region qui sera limitée seulement par 
des arcs de cercle ayant leurs centres sur X, c'est a dire par les cotés 
de la 1*" sorte de jR^ et ceux de Rq. L'ensemble de ces arcs de cercle 
formera en general plusieurs courbes fermées séparées. 

Nous allons maintenant pouvoir parler d'une nouvellc classification 
des groupes fuchsiens. Considérons d'abord un groupe de la 1^", de la 
2® ou de la 6°"® familles: le polygone jR^ n'aura pas de coté de la 2® 
sorte; par conséquent les points du périmétre de R^ seront correspondants 
deux a deux puisque a chaque point d'un coté de la 1^" sorte correspond 
un point de son conjugué; les points intérieurs ä R^ n'auront aucun corre- 
spondant ni dans ce polygone, ni sur son périmétre; enfin tous les som- 
mets d'un méme cycle serorit correspondants. Supposons qu'on découpe 
le polygone i?^, puis qu'on le replie en le déformant d'une maniére con- 
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tinue et de telle fa9on que les points correspondants de son périmétre 
viennent se coUer Tun contre Tautre; apres cette deformation, B^ sera 
devenu une surface fermée. Si par exemple on reprend le quadrilatére 
ÄBCD de Texemple I du paragraphe précédent, et qu^aprés Tavoir découpé, 
on le replie en le déformant de telle sorte que ÄB vienne se coller contre 
AD, puis BC contre CD, i?^ aura pris Taspect d'une surface fermée convexe. 

Considérons maintenant un quadrilatére ABCD du systéme (13, 24) 
de telle sorte que AB soit conjugué de CD et AC de BD. Replions le 
quadrilatére de fa9on a coller AB contre CD, il prendra Taspect d*une 
sorte de cylindre ouvert par les deux bouts, les c6tés AC et BD étant 
restes libres, mais étant devenus des courbes fermées; si on colle ensuite 
AC contre BD, le quadrilatére prendra Vaspect d'une sorte d'anneau fermé. 

On sait que les surfaces fermées sont susceptibles d'étre classées en 
genres de la maniére suivante. Sur une sphére, par exemple, on ne peut 
tracer un cycle fermé sans subdiviser la surface de la sphére en deux 
regions distinctes; il n'en est pas de méme sur un tore dont un cercle 
méridien, par exemple, ne subdivise pas la surface en deux regions di» 
stinctes; mais on ne pourrait tracer sur le tore deux cycles fermés séparés 
sans obtenir une semblable subdivision. 

Le genre d'une surface fermée est alors le nombre maximum des 
cycles fermés séparés que Ton peut tracer sur la surface sans la sub- 
diviser en deux regions distinctes. Ainsi une surface fermée dans laquelle 
on aurait percé p trous serait de genre jp. 

Le genre dun groupe fuchsien sera le genre de la surface fermée^ oh- 
tenue cotnme il vient d-étre dit par la deformation de B^. 

Comment obtenir Texpression de ce genre? 

Supposons qu'on ait subdivise une surface de genre p eu F polygones 
curvilignes, que le nombre total des cotés soit A et celui des sommets S, 
on aura la relation 

F+8 — A = —2p + 2. 

Reprenons le polygone B^; soit 2n le nombre de ses c6tés de la 1^" 
sorte, et q celui des cycles fermés. Apres la deformation, les cotés étant 
venus se coller Tun contre Tautre deux a deux, le nombre des cotés 
distincts restants sera w; de méme le nombre des sommets distincts restants 
sera q. 

Acta mathtmatica. I. 6 



42 H. PoiDcaré. 

On aura donc: 

F =1 A = n S = q 

d^Oll 

q + l—n = 2 — 2p 

ou 

« + 1 — 9 
v = 2 

Reprenons les exemples I et II du paragraphe précédent; nous aurons: 

q = n + 1 
d'ou 

2? = 0. 

Je vais donner une autre application de la regle qui précéde. 

Supposons que le polygone B^ ait 2n cötés de la 1*" sorte et de 

telle fa9on que les cötés opposés soient conjugués. Pour trouver le genre 

du groupe fuchsien correspondant, il faut chercher le nombre des cycles 

entré lesquels se répartissent les 2n soramets. En appliquant la régle du 

§ 5, on trouve que tous les sommets appartiennent a un méme cycle si 

n est pair, et que si n est impair, on a deux cycles formés, Tun de tous 

les sommets de rang pair, Tautre de tous les sommets de rang impair. 

On a donc: 

q = 1 ou 2 

selon que n est pair ou impair, et par conséquent: 

n • 

si n est pair, et 

n + 1 

si n est impair. 

Supposons maintenant que le polygone B^ ad mette des cötés de la 
2® sorte; il séra contigu tout le long de ces cötés ä 22^, de sorte que la 
region Bq + jRJ, sera d*une seule piéce; les points situés ä Vintérieur de 
cette region ne pourront • étre correspondants a aucun autre point de la 
region; les points du périmétre, qui appartiendront tous a des cötés de la 
1^" sorte de B^ ou de jRq, seront correspondants deux a deux; enfin les 
sommets d'un méme cycle seront des points correspondants. Découpons 
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maintenant la region R^ + R'q et replions-la en la déformant de telle fa9on 
que les points correspondants de son périmétre viennent se coller Tun 
contre Tautre. Le genre du groupe fuchsien sera par definition celui de 
la surface fermée ainsi obtenue, 

Soit encore 2n le nombre des c6tés de la 1*'® sorte de B^, q celui 
de ses cycles fermés; R'q aura de méme 2n cötés de la 1^" sorte et q 
cycles fermés. Supposons que nous ayons h cötés de la 2® sorte et par 
conséquent h cycles ouverts qui seront communs a jRq et a Rq. 

Reprenons la formule: 

F + 8—A=^.2 — 2p. 

Nous aurons F = 2, car nous avons deux polygones Rq et Rq ; nous 

aurons -4 = 2n + ä, car nous avons n paires de cötés de la 1*" sorte 

provenant de jRq, n paires de cotés de la 1*'® sorte provenant de Rq et h 

cötés de la 2® sorte; enfin on aura S = 2q + Ä, puisque nous avons en 

tout 2q cycles fermés et.Ä cycles ouverts. 

Il vient donc: 

p = n — q, 

Supposons par exeraple que Rq soit de la 3® famille, c'est a dire que 
tous ses sommets soient de la 3® catégorie. On a alors: 

gr = O p = n, 

Ainsi dans Texemple V du § 5, le genre est egal a 2. Corame second 
exemple, je prends un polygone Rq dont la distribution des cötés est 
donnée par la formule sui vante: 

(15, 24; 3) 
ou plus généralement: 

(1 .2n + 1, 2.2?i, 3.2n— 1, , n.n + 2; n + 1) 

de telle sorte que le n + 1° cöté soit seul de la 2® sorte et que les cötés 

d'ordre w et 2w + 2 — m soient conjugués. 

On aura dans ce cas: 

g = n 

d'ou 
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§ 9. Simplification du Polygone Générateur. 

Nous avons vu au commenceraent du § 5 que les regions Rq ne sont 
pas complétement définies par cette condition que chacune d'elles ne 
contient qu'un seul point eorrespondant ä un point z donnéi Nous avons 
ensuite imposé ä ces regions une condition de plus, celle de se réduire 
ä des polygones curvilignes ayant pour cötés des arcs de cercle et des 
segments de X Mais les regions JRo ( ou polygones générateurs) ne sont 
'pas encore par la complétement déterminées. En eiFet nous avons vu 
qu'on pouvait ajouter a Rq une region quelconque Sq a la condition d'en 
retrancher une region Sp transformée de Sq par une des substitutions du 
groupe fuchsien, et que la region ainsi obtenue i?o + ^o — ^p pouvait 
servir de la méme fa9on que i?o a engendrer ce groupe. Si les regions 
i?o, 5^0 et /Sp sont contigués et si elles se réduisent toutes trois ä des po- 
lygones normaux, c'est ä dire dont les cötés sont des segments de X ou 
des arcs de cercle ayant leurs centres sur X, la region résultante IIq-\-Sq — Sj, 
est également un polygone normal. Il suit de lä qu'un méme groupe 
fuchsien peut étre engendré par une infinité de polygones générateurs R^ 
et qu'on peut profiter de cette indétermination pour simplifier ce polygone. 

Voici comment peut s'effectuer une pareille simplification. Joignons 
deux points ^ et J5 du périmétre de jRo P^^ ^^ ^rc de cercle ayant son 
centre sur X, de fa9on a diviser ce polygone en deux autres Sq et To; 
considérons deux cötés conjugués CD et EF de Rq et supposons que CD 
appartienne tout entier au périmétre de 8^ et EF ä celui de T^. Soit 
i?i le polygone qui est limitrophe de R^ le long de EF et supposons-le 
décomposé en deux polygones S^ et T^ respectivement congruents ä S^ et 
T^. Le polygone jRj, = Äj + T q pourra servir, aussi bien que 2?^, de po- 
lygone générateur pour le groupe fuchsien G. Il peut se faire que la 
considération de K^ soit plus avantageuse que celle de i?^, ou bien encore 
qu'en faisant sur i?i une operation analogue a celle qu*on vient de faire 
sur R^j on arrive ä un polygone i?ö plus simple que les deux autres. 

Dans chaque cas particulier, on se laissera guider par les circon- 
stances du probléme, aussi ne veux-je pas insister plus longuement sur 
ce point. ele me bornerai ä quelques exemples, en reprenant les notations 
du § 7. 
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V Un polygone R^ du systeme (16, 23,- 45) peut toujours étre ra- 
tnené a un polygone du systeme (16, 25, 34). 

2° Un polygone du systeme (12, 34, 56, 78) peut toujours étre ra- 
mené a un polygone du systeme (18, 27, 36, 45). 

3** Un octogone du systeme (13, 24, 57, 68) peut toujours étre ra- 
mené a un octogone du systeme (15, 26, 37, 48). 

Quelles sont, dans cette transformation des polygones curvilignes U^, 
les propriétés de ce polygone qui demeurent invariables? 

1° La famille du polygone jR^ ne change pas, sauf une exception 
dont je parlerai plus loin. 

2** Son genre ne change pas non plus. 

3° Le nombre des cycles fermés de la 3® sous-catégorie ne varie pas. 

4° Il en est de méme du nombre des cycles fermés de la 4^°"® sous- 
catégorie. 

5° Le nombre des cycles fermés de la 2* sous-catégorie ne varie pas 
non plus. On a vu que la somme des angles correspondants aux divers 

sommets d'un pareil C3^cle était égale a — , p étant un nombre entier 

supérieur ä Tunité. La valeur de ce nombre p demeure également in- 
variable. 

6° On peut au contraire en general augmenter ou diminuer ä vo- 
lonté le nombre des cycles fermés de la 1^'® sous-catégorie qui sont tels 
que la somme des angles qui correspondent a tous les sommets du cycle 
est égale a 2;r. 

§ 10. Isomorphisme. 

Nous avons vu au commencement du § 3 qu'un groupe fuchsien H 
est isomorphe a un autre groupe fuchsien G si le nombre des substitutions 
fondamentales est le méme et si de plus toutes les relations de la forme 
[(6) § 3] qui existent entré les substitutions de G, subsistent entré celles 
de H. Pour reconnaltre Tisomorphisme de deux groupes donnés, nous 
sommes donc amenés a chercher les relations de la forme [(6) § 3] qui 
existent entré les substitutions d'un groupe donné et en particulier les 
relations fondamentales dont toutes les autres ne sont que des combinaisons. 

Nous avons vu au § 3 qu'on obtenait les relations de la forme (6) 
de la maniére suivante: on décrit a partir d'un point A intérieur a R^ 
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un contour fermé quelconque ÄMA ne sortant pas de la region du plan 
située au dessus de X Supposons que ce contour traverse successivement 

des regions 2?o> ^a»? ^^, -^^v-i ^* ^^^^ une region B^^ se eonfondant 

avec B^j qu'il passé de la region B^^_^ dans la region B^^ en franchissant 
un cöté de B^^_^ qui est Thomologue de celui des cötés de B^ qui sert 
de frontiére commune a cette region et a JB^ . Nous pourrons écrire la 
relation identique: 

qui est de la forme (6) et on obtiendra de la sorte toutes les relations 
de cette forme. Mais si on ne veut écrire que les relations fondamentales, 
il ne sera pas nécessaire de décrire tous les contours -4M!4 possibles; on 
se bornera aux contours infiniment petits qui enveloppent les somraets de 
Bq. Envisageons donc successivement les divers sommets de B^ et décri- 
vons autour de chacun d'eux un contour infinitésimal. Comme ce contour 
AMA ne devra pas sortir de la partie du plan située au dessus de X, 
on ne pourra décrire de semblable contour autour des sommets de B^ 
qui sont situés sur cet axe X lui-méme. Les seuls sommets du polygone* 
Bq que nous ayons a envisager sont donc des sommets de la 1*" catégorie. 
Je suppose que les différents cotés de B^ soient numérotés de telle 
sorte qu'en suivant dans un sens convenable le périmétre de ce polygone 

on rencontre successivement les cötés Ci, Gj, Cg, C^\ q étant le 

nombre total des cotés; Ay^ sera le somraet situé entré C^ et 6\; A^ le 
sommet situé entré C^ et C^\ etc. En general -4^ sera le sommet situé 
entré (7<_i et C^. Si C^ est de la 1*" sorte, la region limitrophe de B^ 
le long de C^ s' appellera B^ et la substitution fondamentale correspon- 
dante sera: 

Considérons Tun quelconque des sommets de la 1*" catégorie que j'appelle 
A^^. Ce sommet fera partie d'un certain cycle de la 1*" catégorie; on 
trouvera les autres sommets de ce cycle en appliquant la régle du § 5. 
Supposons que cette régle donne successivement les sommets: 



-^ax -^Oj -^a 



P 



et précisément dans cet ordre. Supposons que la somme des angles corre- 
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spondants a ces sommete soit -t-, X sera un nombre entier. Posons pour 
abréger : 

^w=/.[/.[4 [/«,«]••••••] 

F [F{z)] = F' {z) F [F* («)] = F'{z) 

F[F^-^z)] = F^{zy 

La relation fondainentale ä laquelle conduira, d'aprés la régie exposée 
plus haut, un contour infinitésimal décrit autour de A^^ sera: 

Z=: F^(Z). 

Les sommets A^^y A^ A^ qui appartiennent au mérae cycle 

que A^^ conduiserit ä la raéme relation, Donc: 

Le nombre des relations fondamentales qui existent entré les suhstitur 
tions fondamentales d'un groupe fuchsién G, est précisément celui des cycles 
de la i***' catégorie du polygone B^ correspondant. 

Or les polygones des 2®, 3® et 4® familles n'adméttent pas de cycle 

de cette catégorie. Donc il n'y a aucune relation fondamentale entré les 

,8ubstitutions des groupes de ces familles, et les relations de la forme (6) 

que Ton pourrait trouver entré ces substitutions se réduisent toutes a des 

identités. 

Voici une premiére conséquence que Ton peut tirer de ce fait: tout 
groupe II dérivé de n substitutions fondamentales est isomorphe ä un groupe 
fuchsién G de la 3^, de la 5* ou»de la 4' familles, pourvu que ce groupe 
soit également dérivé de n substitutions fondamentales. En effet la premiére 
condition de Tisomorphisme qui exige que le nombre des substitutions 
fondamentales soit le méme est remplie, et la seconde qui exige que toute 
relation entré les substitutions de G subsiste entré celles de H est satisfaite 
d'elle-méme puisqu'il n'existe pas de pareille relation. Seulement une 
distinction est ä faire. S'il y a des relations de la forme (6) entré les 
substitutions de iZ, G n'est pas isomorphe ä H et par conséquent Tiso- 
morphisme est mériédrique. Si au contraire il n'y a pas de semblable 
relation, Tisomorphisme est réciproque et par conséquent holoédrique. Il 
en résulte que deux groupes fuchsiens de la 2", de la 3* ou de la 4"** fa- 
milles sont holoédriquement isomorphes pourvu que le nombre des substitutions 
fondamentales soit le méme, c' est ä dire pourvu qtie les deux polygones B^ 
correspondants aient un méme nombre de cötés de la i*'*' sorte. 
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Considérons maintenant deux polygones Rq et Bq quelconques, mais 
dont les cötés de la 1^" et de la 2® sorte soient distribués de la inéme 
maniére, de telle sorte qu'ils soient désignés par la méme formule, si on 
emploie la notation exposée au commencement du § 7. Ces deux poly- 
gones appartiendront évidemment au méme genre et a la méme famille et 
le nombre de cycles, formés par les sommets des deux polygones, est le 
méme, de telle fa9on qu'ja chaque cycle de Rq corresponde un cycle de 
Rq et réciproquement. D'ailleurs, a un cycle fermé du premier polygone, 
correspondra dans le second polygone un cycle également fermé. Si de 
plus la somme des angles de chaque cycle fermé de Rq est la méme que 
la somme des angles du cycle correspondant de 2?o, les deux groupes 
fuchsiens engendrés par ces deux polygones seront holoédriquement iso- 
morphes. 

§ 11. Formation efFective des Groupes Fuchsiens. 

Un groupe fiichsien est complctement détérminé quand on connait 
ses substitutions fondamentales, qu'il suffit de combiner de toutes les 
maniéres possibles pour obtenir toutes les substitutions du groupe. Former 
un groupe fuchsien, c'est donc calculer les coéfficients de ses substitutions 
fondamentales. Ce probleme ne présente aucune difficulté. Supposons en 
eifet que Ton ait construit le polygone Rq correspondant au groupe a 
former et que Ton ait calculé les coordonnées et par conséquent les 
affixes de tous ses sommets. Les substitutions fondamentales cherchées 
sont celles qui changent chaque coté de la 1*" sorte en son conjugué. 
Soit donc a, /9 et y, d les affixes des sommets de deux c6tés conjugués 
de Rq. Supposons d'abord que les quantités oe, y9, j^, d soient toutes quatre 
imaginaires, de telle fa9on qu'aucun de ces sommets ne soit situé sur X. 
On devra avoir en appelant a', yJ', fy d* les quantités imaginaires conjuguées 
de a, /9, j-y S: 

(«, Ä = (r. 3) 

c'est ä dire 

«-a-^-^ ^ r-y å-ff 

^^ a—^^ — d y—ff8—r'' 

La substitution reelle qui change ay9 en yd est alors parfaitement 
déterminée; pour Técrire en mettant en évidence la réalité des coöfficients, 
je poserai: 
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a = Äj + ia, , 



a =^ a. 



%a. 



^ = Ä + »Ä 



r = n + »V, 
/ = n — *r. 



5 = «j, + 1 J, 



La substitution cherchée 8'écrira alors: 

/ Az + B\ 







# 




\ ' Cz + i)j 


oii: 




»iTi — «, r. r. 1 






A - 




j? = 






«i r. 1 








C = 






D = 



«i ri — «, r% \ )\ 
«i n — «« rt «i 1 

Mais on peut faire encore deux hypothéses; supposons que a et ;- soient 
réels tandis que ^ et d restent imaginaires; la condition (1) n'a plus alors 
de raison d'étre ; la substitution reelle qui change aji en j-å est encore 
parfaitement déterminée et elle s^écrit 



{' Cz + Dy 



les coöfficients Ay Bj C\ D ont la méme expression que plus haut, mais 

il faut remarquer que a^ et j'^ sont nuls. 

Supposons maintenant que les quatre quantités a, ^, j-j d soient 

reelles, la substitution qui change a^ en yd ne sera plus déterminée. 

Dans Texpression de ses coöfficients entrera un paramétre arbitraire A. 

Elle s'écrira 

/ Az + B \ 

V Cz + d) 
et les coöfficients Aj By C, D auront pour expression: 





or r 1 






ay a r 


A - 


fiå å 1 

A 




B = 


fiå fi å 
h 1 




a r 1 




ay a 1 


C- 


/? d 1 


D- 


fid fi 1 




— 10 




A — 1 
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Les quantités reelles a, ^, yy d pour pouvoir étre les sommets d'un 
polygone B^ sont assujetties ä Vinégalité: 

Quant a Ä, c'est un paramétre arbitraire qui est supposé réel et 
assujetti a Tinégalité: 

(r + h){S + h){d-r){^-a) > 0. 

Ainsi quand on connatt les affixes des sommets de R^ qui exprime 
que le déterrainant ÄD — BC est positif, on peut calculer les coöfficients 
des substitutions foijdamentales de G. Il slagit done de choisir ces affixes 
de telle fa9on que le polygone B^ satisfasse aux conditions du § 6 qui 
sont nécessaires pour qu'il donne naissance a un groupe fuchsien. Cest 
lä un probléme purement algébrique et qui ne présente aucune difficulté. 
La grande varieté des oas possibles ne me permettra pas de les examiner 
tous en détail ce qui nrentrainerait a des repetitions et a des Jongueurs 
inutiles. Je me bornerai done ä envisager quelques exemples. 

P' EXEMPLE. 

Cherchons d^abord a former les groupes fuchsiens de la 3°^® famille 
dérivés de n substitutions fondamentales. Le polygone B^ correspondant 
aura 2n c6tés de la 1^" sorte et 2n de la 2"®. Pour déterminer com- 
plétement un pareil polygone, il faut s'imposer arbitrairement 4« condi- 
tions. Mais nous avons vu au § 9 qu'un méme groupe G peut étre 
engendré par une infinité de polygones B^. Si Ton tient compte de cette 
circonstance, on reconnaitra aisément que pour déterminer complétement 
le groupe de la S"*" famille dérivé de n substitutions fondamentales, il 
faut s^imposer arbitrairement Zn conditions. Or c'est la précisément le 
nombre total des coéfficients de n substitutions reelles quelconques. Il 
ne s'en suit pas qu'il suffise de prendre au hasard n substitutions reelles 
pour que le groupe qui en dérive soit un groupe fuchsien de la 3°"* fa- 
mille; mais les coéfficients de ces stibstUutions ne seront assujettis ä aucune 
condition d^égalUé; Us devront seulenient satis faire ä certaines inégalités. 

Quelles sont ces inégalités? tel est le problcme qu'il nous reste ä 
résoudre. On trouve d'abord sans peine que toutes les substitutions 
doivent étre hyperboliques et par conséquent leurs points doubles doivent 
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étre réels et situés sur X. On peut énoncer un resultat general au sujet 
de la distribution de ces points doubles sur X. En effet, considérons deux 
cdtés conjugués ab et cd de B^ et supposons qu'ils soient de la 1*" sorte 
et appartiennent ä la mérne paire. Supposons de plus pour fixer les 
idées que le point co fasse partie de R^ de telle fa9on que ce polygone 
soit la region du plan située au dessus de X et extérieure aux différents 
cercles qui förment ses cötés de la P'® sorte. Si cela n'était pas, on 
ferait un changement convenable de la variable. Il y aura une substi- 
tution fondamentale qui changera ab en cd et ses deux points doubles 
seront situés Vun sur le segment ab de X, Vautre sur le segment cd. 

Pour pousser plus loin Fétude des inégalités qui ont lieu entré les 
coéfficients des substitutions fondamentales d'un groupe de la 3"® famille, 
je vais prendre un exeinple particulier, a savoir Toctogone de Texemple 
V du § 5. La méthode que j^emploierai s^étendrait d'ailleurs au oas le 
plus general. 

Les deux substitutions fondamentales changent ÄB en DC et EF en 
HG. Considérons d'abord la substitution S qui change ÄB en DC; ses 
deux points doubles M et N sont situés respectivement sur les segments 
AB et CD de Vaxe X. Décrivons un cercle sur ÄN comme . diamétre, 
et envisageons le triangle curviligne ABN\ envisageons également le cercle 
décrit sur DN comme diamétre et le triangle curviligne DCN; la substi- 
tution S changera le triangle ABN en DCN; nous pouvons donc en vertu 
des principes du § 9 remplacer Toctogone R^ = ABCDEFGU par Thep- 
tagone 2?i = ANDEFGH. Envisageons de méme la substitution S^ qui 
change EF en HG et ses deux points doubles M^ et N^ situés Tun sur 
le segment EFj Tautre sur le segment GH. Par un raisonnement tout' 
semblable a celui qui précéde, on verrait que Ton peut remplacer Thep- 
tagone Bi par Thexagone i^ö = ANDEN^ H. Remarquons que BÖ ^^^ de 
la 4* famille et du 2°'*' ordre de cette famille, tandis que 7?^ était de la 
3™" famille. Cest la Texception que j'avais annoncée aux principes du 
§ 9; on peut simplifier le polygone générateur R^ de fa9on a ramener 
un polygone de la 3°™* a un polygone du 2""® ordre de la 4"® ou méme 
de la 2™*' familles; mais jamais a un polygone du P' ordre de la 4°*® 
ou de la 2™® familles. Envisageons maintcnant Topération Äj qui consiste 
ä faire d'abord la substitution S^ puis la substitution inverse de S^.^ La 
substitution S change AN en DiV, et la substitution inverse de S^ change 
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DN en un certain cercle PQ intérieur a N^ H. La substitution 6, change 
donc AN en PQ et ses deux pointe doubles N^ et M^ sont situés, Tun sur 
le segment ANj Tautre sur le segment PQ. La substitution S change JV, 
en un certain point N^ ; la substitution S^ devra changer aussi iV, en N^ ; 
JVg est donc situé sur le segment N^ E. Décrivons des^cerclcs sur N^Nj 

N^N^j JVj ^3, NN^ comme di- 

amétres; la substitution S 

change N^ N en N^ Nj N2 N^ en 

N^ N^ et cela nous permet en 

vertu des principes du § 9 de 

remplacer Toctogone R^ par 

le quadrilatére 2?ö' = -^1 -^a-^^a • 

Ce quadrilatére est de la 2°**' famille et du 2"® ordre de cette famille. 

Nous allons maintenant pouvoir trouver les- inégalités qui ont lieu 

entré les coéfficients de S et de S^; on peut toujours supposer que les 

points doubles de /Sj sont O et co de telle sorte que 

car si cette condition n'était pas remplie, il suffirait d'un changement tres 
simple de variable pour étre ramené au cas oii Ton b. N^ = O, M^ = co. 
Les deux substitutions s'écrivent alors: 




8 



_ / az + b \ 



8, = {z, Kz), 



K est essentiellement positif et plus grand que 1. De plus on peut tou- 
jours supposer que c est positif sans quoi on changerait tous les signes 
des quatre quantités o, h, c, d. Les pointe Jtf et ^ sont les pointe doubles 
de S et par conséquent les racines de Téquation: 

(1) c«' + (d — o)« — t = 0. 

Les pointe M^ et ^2 ^^^^ ^^ points doubles de la substitution 



(az + h \ 
*' Kicz + d)) 



ou les racines de l'équation: 



(2) 



c.. + (d-j).-l 



-^ = 0. 
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Le point N^ et un autre point M^ sont les points doubles de la 
substitution 



/ az + bK\ 
V' cz + dK) 



et les racines de J^équation: 

(3) cz^ -\' {dK—a)z — hK=Q. 

Uinspection de la figure montre que les quantités 3f, N, M^, N^, M^j 

N^ sont toutes reelles et de méme signe; positives par exemple; d'ou les 

relations: 

b <0 {d — ay + ibc>0 a>d 

4<^ {dK — ay + 4Kbc>0 a> dK , 

K. 

bK<0 {dK—ay + 4Kbc>0 a>dK 

qui se réduisent ä: 

b <0 a> dK (a + dy>4 a> d 

en tenant compte de 

ad — be = 1. 

Exprimons maintenant que M,2 et N^ sont plus petits et que M^ et ^3 
sont plus grands que M et N. On trouve ainsi les conditions: 

6 < O a' + 6c > 1 > d» + 6c 

6 < O ^ + 6c < l<d'K+bc a — dK>a — d>^ — d. 

K K 

Toutes ces conditions se réduisent aux suivantes: 

a>0 6<0 d<0 a + d>2 

+ dVK < — 2 

Gette méthode s^applique a tous les groupes fuchsiens de la 3"* fainille. 
On peut toujours par ce procédé ramener le polygone R^ ä un polygone 
du 2* ordre de la 2°"® famille. Les sommets de ce nouveau polygone 
seront connus car ce seront les points doubles des substitutions fondamen- 
tales ou de quelques-unes de leurs combinaisons. Pour trouver les iné- 
galités cherchées, il suffit d^exprirner que ces sommets sont disposés d'une 
certaine maniére. 



« 'V 
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2"« EXEMPLE. 

Nous prendrons pour deuxiéme exeraple les groupes de la 1^" fa- 
mille et du genre O et, pour particulariser encore, nous choisirons Thexa- 
gone ÄBCDEF de Texemple II du § 7. 

Nous avons ici trois substitutions fondamentales: 

S^ qui change ÄB en AF 
S^ qui change BC en FE 
S^ qui change CD en ED. 

Nous énvisagerons en outre: 

S^ coinbinaison de S^ et de S^ pris en sens contra ire 
S^ coinbinaison de 5^3 et de S^ pris en sens contraire. 

On peut considérer le groupe comme dérivé de S^y S^ et S^. 

Soient a, J, c, d les affixes des points Aj Bj C, D; a\ h\ c\ df leurs 
quantités imaginaires conjuguées; a, y9, ;*, d les angles A^ B + Fj G + Ey 
D qui sont des parties aliquotes de 2;r. Les substitutions S^^ S^y S^ et 
S^ s^écriront: 

( z — a ^^ z — a \ ( z — h ^^ z — b \ 

z—a:''^ z — o!) \z — h"^ z — V) 

(z — c ^ z — c\ Iz — d ^^z — d\ 

Exprimons que la coinbinaison des quatre substitutions iS^g, S^y S^y S^ 
faites successivement équivaut a la substitution identique (^, z); nous arri- 
verons a trois relations entré a, Ä, c, rf, a, y9, ;*, d. 

Supposons ces relations satisfaites. Suffiront-elles pour que le groupe 
dérivé des substitutions S^y S^y S^ soit discontinu? Non, il faudra encore 
que les point'S Ay By C, D puissent former quatre sommets d'un hexagone 
ABCDEF ou les angles: 

A = a B + F = ^ C + E = r D = 8. 

Considérons les angles curvilignes du quadrilatére ABCD obtenu en joignant 
les quatre points Ay By C, D par des arcs de ccrcle ayant leurs ccntrcs sur 
X II faut que les quatre angles A, By C, D de ce quadrilatcTC soient 
respectivement plus petits que a, /9, j-y d, cYoh les inégalités: 
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_, d — a V — a 

(2) ^ b — ed' — c' 

^ C — da' — d' ^ 

Comment reconnaltrons-nous inaintenant si trois substitutions données S^j 
S^i S^ peuveiit étre considérées comme les substitutions fondamentales 
d'un groupe fuchsien analogue a celui qui nous occupe. On formera la 
substitution S^^ combinaison de la substitution inverse de 5^1, de Tinverse 
de S^j et de Tinverse de S^ faites successivement. On calculera les points 
doubles a, a'; b, Ä'; c, c'; rf, rf' de ces quatre substitutions et leurs mul- 
tiplicateurs c'**, c*^, e'^j e^'\ Deux conditions devront étre remplies: 1^ a, 
Pj Yj d devront étre parties aliquotes de 2;r; 2® les quantités a, a', J, J', 
c, c', rf, rf', a, y9, Yj d devront satisfaire aux inégalités (2). 



3^ EXEMPLE. 

Nous prendrons pour troisiéme exemple les groupes de la 2^ famille, 
du 1®' ordre et du genre 0; et parnai ces groupes, nous choisirons encore 
celui qui est engendré par Thexagone B^ = ABCBEF considéré dans 
Texemple II du § 7. Seulement ici cet hexagone devant étre de la 2* 
famille, tous ses sommets seront sur X. Nous envisagerons, comme dans 
Texemple précédent, les substitutions: 

/Sj qui change AB en AF 

S^ qui change BC en FE 

S^ qui change DC en DE 

S^ combinaison de S^ et de Tinverse de S^ 

S^ combinaison de S^ et de Tinvert^e de S^, 

Soient a, ä, c, rf, c, f les affixes des sommets de 7?o; ces quantités seront 
essentiellement reelles. Les substitutions Äj, S^^ S^ et S^ devront étre para- 
boliques puisque le groupe est supposé du 1" ordre, et elles s'écriront: 
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s 



s. 



. = (— '— + r---r--) 

' \z — a z — a f — a b — af 
* \z — b'z — b^h — b c — b) 

= f_^ ^ + _i L_\ 

\z — c'ä — c 6 — c k — c) 

= f_J ^ + _i L_\ 

\« — d' z — d e — d c — d) 



oii h et k sont deux quantités définies par les équations 





1 








1 


' 


1 






1 




e 


1 


a 




h 


1 


- +7" 
a f 

-, + - 


1 


a 

t 


b 


1 


a 

1 



Quelles sont maintenant les conditions pour que les trois substitutions S^^ 
S^j Sg donnent naissance ä un groupe fuchsien? Il faut que les six quantités 
a, b, Cj df Cf f se succédent précisément dans cet ordre circulaire, ou bien 
dans Tordre inverse de sorte qu'on doit avoir: 

11111 
(3) . r<:^ — -<^ — z<z :< 



b — a c — a d — a e — a f — a 

OU bien 

I 1 1 1 1 

> >-i > > 



h — a c — a d — a e — a f — a 

Expriinons maintenant que la combinaison des substitutlons 5^,, Ä^, S^, S^ 
équivaut a la substitution identique, il viendra: 

(4) (6 - a) (d - c) (/- e) = (c - h) (e - d) (a -/). 

REMARQUE. 

Dans les deux exemples qui précédent, il est peut-étre avantageux 
d^envisager, non Thexagone ABCDEF de Texeniple II du § 7, qui serait 
noté (16, 25, 34), mais Thexagone noté (12, 34, 56) qui lui est équivalent 
d'aprés ce qu'on a vu au § 9. 

Soit ABCDEF cet hexagone, les c6tés AB et BC, CD et DEy EF 
et FA seront conjugués. Envisageons les substitutions: 
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Si qui cliange BÄ en BC 

62 qui change DC en DE 

S^ qui change FE en FA 

S^ combinaison de S^^ Ä, et S^. 

Ces quatre substitutions seront elliptiques et leurs multiplicateurs seront 

c'", c'^, e^^, e*"; a, ^, ;*, (? étant des parties aliquotes de 2;r. 

J5 sera Tun des points doubles de aS^, D Tun des points doubles de 

829 F Tun des points doubles de S^j Ä Tun des points doubles de S^; 

quant aux autres points doubles de ces substitutions, ce seront respective- 

ment les quantités imaginaires conjuguées de B, D, Fy A; C sera le trans- 

formé de A par S^j E celui de C par Äj. Pour que le groupe dérivé 

de S^j S^y S^ soit discontinu, il suffit que Thexagone curviligne normal 

ABCDEF soit convexe; d'ou les conditions: 

d—hf—V 

f—d V — d' ^ 

b —f d! —f 

Pour reconnaitre si le groupe dérivé de S^y S^, S^ est discontinu, on cal- 
culera les points doubles a, a', b, b', Cy c', dy d'y et les multiplicateurs 
é^^y é^y €^^y é^ dc 5^1, Äj, iSg et de leur combinaison S^ et on recherchera 
si ces quantités satisfont aux inégalit^s (5) et si a, y9, ;*, 8 sont des parties 
aliquotes de 2;r. 

Supposons maintenant que Thexagone abcdef l\^ soit plus de la 1*"^, 
mais de la 2® famille et du P' ordre de cette famille, de telle fa9on 
que les quantités abcdef soient reelles. Ces quantités devront satisfaire 
aux inégalités (3), pour que Thexagone abcdef soit convexe. Les substitu- 
tions Siy Äj, Äg s^écriront: 

o _/ 1 _J_..J L_\ 

'^\'^\z^h'z — b'^c — b a — b) 
• \z — d' z — d e — d c — d) 

Si nous exprimons que la combinaison S^ de S^y S^y S^ est une sub- 
stitution parabolique, nous trouverons que les quantités abcdef satisfont 

Acta mathematiea. I. 8 
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a Fégalité (4). Gette égalité jointe aux inégalités (3) est la condition pour 
que le groupe dérivé de S^ aS,, 5^3 soit discontinu. 

4^ EXEMPLE. 

Comme 4® exemple nous prendrons un quadrilatere abcdy dont les 
cötés opposés abj cd et bc^ da sont conjugués; les quatre somiiiets 
förment un seul cycle et la somme des angles I est une partie aliquote 
de 2;r. Ce quadrilatere engendre un groupe de la 1*" famille et du genre 
1. Joignons deux somuiets opposés bd par un are de cercle ayant son 
centre sur X. Nous obtiendrons ainsi un triangle abd sur les cotés 
duquel nous marquerons trois points a, ^, j", le premier sur bdj le second 
sur da, le troisiéme sur ab et de telle fa9on que: 

(6, a) = («, d) (d, fi) = 09, a) (a, r) = (;-, b). 

Il existera alors une substitution S^ qui change ab en ad, une autre 8^ 
qui change jid en /Sa et une autre S^ qui change j^a en j-b] toutes trois 
auront pour multiplicateur — 1. Le groupe dérivé de S^, S^, S^ sera 
discontinu et aura pour polygone générateur Thexagone badpay dont les 
cotés ba, ad\ dp, ^a\ aj, j-b sont conjugués et situés dans le prolongement 
Tun de Tautre. Cest donc un cas particulier des groupes engendrés par 
un hexagone abcdef et étudiés dans la remarque relative a Texemple 
précédent. 

Les substitutions fondamentales du groupe engendre par le quadrilatere 
abcd, sont S^ qui change ab en de et S^ qui change be en ad, et il est 
aisé de voir que 5^ est la combinaison de 5^3 et de Si; S^ est la combi- 
naison de S^ et de S^; d'ou la régle suivante pour former tous les groupes 
fuchsiens dérivés d'un quadrilatere tel que abcd: 

On prendra trois substitutions S^, S^, S^ de multiplicateur — 1 et 
satisfaisant aux conditions énoncées dans la remarque relative a Texemple 
précédent; on combinera S^ et Si, ainsi que S^ et Si et on aura les sub- 
stitutions fondamentales du groupe cherché. 

§ 12. Généralisation. 

JusquHci nous avons supposé que toutes les substitutions étaient reelles; 
mais une premiére general isation peut étre faite immédiat^ment 
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Soit 
urie substitution reelle quelconque; et faisons-lui correspondre la substitution: 

az + b 

laz + d "" 
(2) 




oii a, y9, ;*, d sont des constantes iraaginaires quelconques. Supposons que 
nous donnions ä a, y9, ;*, å des valeurs fixes et que Ton fasse parcourir 
aux quatre quantités a, by Cy d toutes les valeurs reelles telles que ad — 6c=l. 
Il est clair que les substitutions (2) formeront un groupe; et ce groupe 
jouira des propriétés suivantes: 

y Ses substitutions n'altéreront pas le cercle dont Téquation est: 

partie imaginaire de *- ^ ^ =0 ^ ^J **^ 

et que j'appellerai cercle fondamental. 

2** Le transformé d'un point z par une des substitutions (2) sera in- 
térieur ou extérieur au cercle fondamental selon que le point z sera lui- 
méme intérieur ou extérieur a ce cercle. 

Nous supposerons par exeinple que si z est au-dessus de X, le point 

— r-T sera intérieur au cercle fondamental. 
yz + 3 

Supposons maintenant que Ton égale successivement les coöfficients 
de (1) a ceux des diverses substitutions d'un groupe fuchsien G. On 
obtiendra ainsi une infinité de substitutions (2) qui formeront un groupe 
G'j et ce groupe sera évidemment discontinu. A ce groupe G correspondra 
une décomposition de la partie du plan située au-dessus de X en une in- 
finité de polygones normaux 2?o, i?i, Bi tous congruents entré eux. 

Supposons que z parcoure T un de ces polygones Bi dont les cotés sont on 
Fa vu, ou bien des segments de X ou bien des arcs de cercle ayant leurs 

centres sur X; le point — 7;-^ parcourra de son coté un certain polygone 

Si dont les c6tés seront, ou bien des arcs du cercle fondamental, ou bien 
des arcs de circonférence coupant orthogonalement ce cercle. 

Ainsi de méme qu'au groupe G correspondait une division de la 
partie du plan située au-dessus de X en une infinité de polygones nor- 



60 H. Poincard. 

maux congruents; de méme au groupe (?' correspondra une division de 
Tintérieur du cercle fondamen tal en une infinité de polygones normaux 
congruents, a la condition d^adopter les dénominations sui vantes: 

Un polygone normal est un polygone curviligne dont les cötés sont 
des arcs du cercle fondamental ou bien des arcs de circonférence coupant 
orthogonalement ce cercle. 

Deux iigures seront congruentes si Ton passé de Tune a Tautre par 
une öubstitution telle que (2), c'est-a-dire par une substitution qui conserve 
le cercle fondamental. Tout ce qu'on a dit de la distribution des c6tés en 
paires et des sommets en cycles, et de la classification des polygones nor- 
maux en familles, en ordres et en genres, reste vrai comme dans le cas 
particulier auquel nous nous étions restreints jusqu'ici. 

Quelles seront maintenant les conditions pour qu'un polygone normal 
donne naissance a un groupe discontinu G' 'i Ce seront les mémes conditions 
que nous avons trouvées dans le cas particulier des groupes de substitutions 
reelles, mais Ténoncé de ces conditions doit étre convenablement modiiié. 

V La somme des angles des divers sommets correspondants a un 
méme cycle doit étre une partie aliquote de 2;r. 

2"* Si ah et cd sont deux cötés conjugués; on devra avoir comme 
dans le cas des substitutions reelles: 

a — ha' — V c — de' — d' 
a — h' a' — h c — d' c' — d * 

mais a', b\ c', d' ne désigneront plus les quantités imaginaires conjuguées 
de a, hy c, rf, mais les symétriques de a, Ä, Cy d par rapport au cercle 
fondamental (voir la definition du § 7). En d'autres termes si a est le 
centre du cercle fondamental et p son rayon: 

a' = a + imaginaire conjuguée de -^^- — 

et de méme pour Ä', c', d'. 

Nous appellerons groupes fuchsiens les groupes discontinus tels que G'\ 
car ils ne différent pas essentiellement des groupes de substitutions reelles 
et nous réserverons le nom de groupes Kleinéens a ceux des groupes dont 
les substitutions ne conservent pas un méme cercle fondamental. Nous 
ferons de ces groupes Tobjet d'un mémoire special. 

Les particularités qui peuvent se presenter sont les mémes que pour 
les groupes correspondants de substitutions reelles; 
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Si le polygone générateur B^ est du 2"^ ordre de la 2*, de la 4®, de 
la 6" ou de la 7® familles, Tensemble des polygones i?/ ne recouvrira pas 
tout Fintérieur du cercle fondamental mais Tintérieur d'un certain domaine 
limité par une infinité de circonférences coupant orthogonalement ce cercle. 

Si le polygone R^ est de la 3% de la 4®, de la 5** ou de la 7* fa- 
milles, il a des cötés de la 2** sorte. Nous avons vu au commencement 
du § 8 que dans ce cas il y a avantage a adjoindre a chaque polygone 
Bi son symétrique B\ par rapport a X; de telle fa9on que le plan tout' 
entier se trouve divisé en une infinitd de regions Bi + B\ limitées par une 
ou plusieurs périphéries séparées. Dans le cas qui nous occupe maintenant, 
nous adjoindrons a chaque polygone Bi son symétrique B\ par rapport 
au cercle fondamental, de telle fa9on que le plan tout entier va se trouver 
encore divisé en une infinité de regions i?, + BV 

Laissons de cöté pour le moment les regions que nous venons d'ap- 
peler B'i et ne nous occupons que des polygones B, eux-memes. La 
somme des surfaces de ces polygones, tous intérieurs au cercle fondamental, 
sera finiey ce qui est tres important au point de vue des applications 
ultérieures. Il y aurait exception lorsque le cercle fondamental se réduit 
a une droite ce qui arrive en particulier dans le cas des groupes de 
substitutions reelles; mais comme on Ta vu au commencement de ce pa- 
ragraphé, un changement linéaire de variable . suffirait pour ramener au 
cas general. 

Dans mes travaux ultérieurs, je supposerai pour fixer les idées que 
lé cercle fondamental a pour centre Torigine et pour rayon Tunité. Si 
Ton n'était pas placé dans ce cas, un changement tres-simple de variable 
y raménerait aisément. 

§ 13. Historique. 

Le premier exemple de groupe discontinu formé de substitutions liné- 
aires est celui que Ton rencontre en étudiant le module k d'une fonction 
elliptique (notation habituelle) ou le module J (notation de M, Klein) 
considérés comme fonctions du rapport des périodes. M. Hermite a fait 
une étude approfondie de cette sorte de transcendante et, en montrant qu'elle 
était uniforme, il faisait voir du méme coup que le groupe correspondant 
était discontinu. 

Les fonctions k et J ont été dans la suite, ainsi que le groupe dis- 
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continu correspondant, étudiées par MM. Dedekind, Fuchs et Klein et plus 
récemment par M. Hurwitz. Nous citerons en particulier les importants 
travaux de M. Klein que Ton trouve dans les Mathematische Annalen et un 
remarquable raémoire de M. Fuchs inséré au Torne 83 du Journal de Crelle. 

Il est evident qu'un groupe quelconque G en contient une infinité 
d^autres qui seront tous discontinus, si le groupe G Test lui-méme; de 
sorte que la connaissance d'un seul groupe discontinu permet d'en former 
trés-aisément une infinité d'autres. Cest cette remarque qui est le point 
de départ des belles recherches de M. Klein sur la transformation des 
fonctions elliptiques et sur les fonctions modulaires en general. 

Outre ces groupes contenus dans le groupe niodulaire dont la dis- 
continuité était évidente, il y a encore un autre groupe dont la disconti- 
nuité avait été remarquée par M. Schwarz dans un mémoire inséré au 
Tome 75 du Journal de Crelle; c'est Texemple I du § 7. Cétait la premiére 
fois qu'on arrivait a un pareil resultat sans prendre pour point de départ 
la théorie des fonctions elliptiques. Enfin M. Fuchs reprit une question 
analogue dans des travaux insérés au Tome 89 du Journal de Crelle 
et dans les Actes de la Société de Göttingen. Bien que les groupes 
étudiés dans ce dernier travail se ramenassent tous a des groupes déja 
connus, c'est la lecture de ce remarquable mémoire qui m'a guide dans 
mes premiéres recherches et qui m'a permis de trouver la loi de genera- 
tion des groupes fuchsiens et d'en donner une demonstration rigoureuse. 

Je Tai donnée d'abord dans un mémoire que j'eus Thonneur de 
soumettre au jugement de TAcadémie des Sciences dans le concours pour 
le Grand Prix des Sciences Mathématiques du 1®' Juin 1880 et j'ai 
poursuivi rétude des groupes dans une serie de travaux insérés aux Comptes 
Rendus de Tannée 1881. 

Le mode de representation que j'ai employé, c'est ä dire la division 
d^une portion du plan en une infinité de polygones curvilignes^ peut étre 
tres utile pour Tétude des propriétés générales d'un groupe; c'es tce que 
j'ai cherché a faire voir. Aux géométres qui désireraient poursuivre dans 
cet ordre d'idées Tétude d'un groupe fuchsien ou de tout autre groupe, 
je recommanderai la lecture de THabilitationsschrift de M. Walther Dyck 
de Tuniversité de Leipzig, qui emploie un mode de representation analogue 
et en fait ressortir les nombreux avantages. 



ZUR THEORIE DER LEIBRENTEN. 

VON 

C. J. MALMSTEN. 

Bezeichnungen. 

(1) W{xt;i): (lie Wahrscheinlichkcit, dass eine Person, welche 

gegenwärtig das Alter Xj^ h*^^> '^"^ Ende des t''" 
der von jetzt an gezählten Jahre noch lebt. 

(2) W(z^, x^,, ,Xn\i): die Wahrscheinlichkeit, dass n Personen, welche 

gegenwärtig respective das Alter .Tj , x^^. . .x^ 
haben, ara Ende des i'^'* der von jetzt an gezähl- 
ten Jahre alle noch leben. 

Hier und ttberhaupt im Folgenden wird vor- 
ausgesetzt, dass fftr alle Personen eine und die- 
selbe Lebenstabelle gilt. 

(3) "^(»j, «j, . . «n ; i)* die Wahrscheinlichkeit, dass von n Personen, welche 

gegenwärtig respective das Alter x^^ x^^ . .x^ haben, 
am Ende des V" der von jetzt an gezählten Jahre 

• 

wenigstens v Personen noch leben. 

(4) ^(»1, »j, «s, . .«n): der gegenwärtige Werth einer Lebensrerite, die 

mit 1 Mark an jedem solchen Jahresschlusse aus- 
bezahlt werden soll, an welchem n bestimmte 
Personen, die gegenwärtig respective das Alter 
iCj , 0^2 , .... a;„ haben, alle noch leben. 
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(5) '^■PK, x^,..z„): der gegenwartige Werth einer Lebonsronto, dio 

mit 1 Mark an jedem solchen Jahresschlusse aus- 
bezahlt werden soll, an welchem von n bestimm- 
ten Personen, die gegenwärtig respective das AltcT 
.T, , x^, . . x^ haben, wenigstens v Personen noch 
leben. 



§ 1- 

In der Darstellung des Gegenstandes dieses Aufsatzes werden wir 
einen Lehrsatz benutzen, aiif den wir, um nachher nicht die Reihenfolge 
in der Entwickelung zu nnterbrechen, gleich zu Anfang die Aufmerksam- 
keit lenken woUen. Dieser Satz lautet so: 

Es möge W{i) die WaJirscheinlichkeit bezeichnen, dass ein gewisser Zu- 
stånd bis zum Schlitss des /"" Jahres statlfnidet; ferner magen 

(6) w^ (t) , w^ (t) , w^ (i) , . . . etc. 

die Wahrscheinlichkeiten bezeichnen, dass getvisse änder e bezielmngsiveise Zu- 
stände bis zum Schluss desselben ?'"* Jahres statt finden; endlich mogen 

JL ^ JL ^ . ^ A % *- m • • • • Cl/V* 

die gegenwärtigen Werthe von den Jahresrenten bezeichnen, ivélche jede mit 
1 Mark an jedem solchen Jahresschlusse ausbezahlt werden soUen, an welchem 
die resp, Zustånde noch stattfinden, die den zu Eingang dieses Satzes nnd 
tmter'{6) genannten Wahrscheinlichkeiten entsprechen, Ist nun 

(7) W (t) = ttj Wj {i) + a, w, (i) + a^ w^ (i) + , , . etc. 

so ist auch 

(8) P = a^ P, + a, P, + a, P3 + . . . etc. 

Der Beweis folgt daraus, dass nach der Definition einer Jahresrente all- 
gemein die Formel 
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Qi Wi(i) ' r , , Procentzahll 

^* = b -^T-' L^ = 1 + — Töö — J 

<=i ^ -* 

gilt, mit deren Anwendung man die Gleichung (8) aus (7) unmittelbar erhält. 

§ 2. 

Ftir alle Lebensrenten- und Lebensversicherungs-Fragen, bei welchen 
das Leben nur eines Einzigen in Betracht kommt, ist es der Werth der 
einfachen Lebensrente, der vor Allem als bekannt vorausgesetzt wird; und 
die Lösung eines dahingehörenden Problems wird als gefunden betrachtet, 
wenn man einen Ausdruck hergestellt hat, der neben andern bekannten 
Grössen nur die einfache Lebensrente enthält. 

Dieselbe Rolle, welche die einfache Lebensrente einnimmt, wenn es 
sich um ein einzelnes Leben handelt, behauptet nun die (unter 4 der Be- 
zeichnungen definirte) Function P{x^f x^^..x„) bei den auf. verbundene 
öder combinirte Leben sich beziehenden Fragen. 

Auch hier wird eine Lösung als gefunden betrachtet, sobald man 
einen Ausaruck aufgeslellt hat, welcher allein Lebensrenten von der Art 
wie P{x^j x^j. . x^) enthalt. 

Das Problem, mit dessen Lösung wir uns hier in dieser kleinen Ab- 
handlung beschäftigen werden, ist von einer so umfassenden AUgemeinheit, 
dass darin die Lösung einer grossen Menge von Fragen inclusive liegt, 
welche die Lebensrenten för combinirte Leben betreffen. 

Dies Problem ist das folgende: 

Den Werth von 

zu hestimmen, nemlich {wie in Nr 5 der Bezeichnungen) ^ den gegenwärtigen 
Werth von einer Lebensrente, wdche mit 1 Mark an einem Jeden solchen 
Jahresschlusse ausbezahU werden soll, an welchem von n bestimmten Personen, 
die gegenwårtig respective das Alter x^, x^, . . x^ haben, tvenigstens v Per- 
sonen noch leben. 



Acta mathemaltca. I 
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§ 3. 
Wir wordon nun zuorst (Nr 3) 

YAX bostimmon suchon, nomlich dio Wahrschoinlichkoit, dass von n bostimm- 
ton Personen, welche gegenwärtig das Alter x^ , r^ , . . :r„ hab(*n, am Schlusse 
des i"" der von jetzt an gezahlten Jahre, wenigstens v Personen noeh 
leben. 

Offenbar ist diese Wahrscheinlichkeit gleich 
der Wahrscheinlichkeit dass n Personen leben und O todt ist 
+ d:o Dn — 1 » D D 1 D» 

+ d:o » n — 2 » » y) 2 d sind 

• • •• •••••• 

-f- d:o j> k y> » y> n — A: d » 

• • ••• ••••• 

+ d:o » v y> y> »n — v»»- 

Mit HQlfe der Bezeichnungen (1) wird nun die Wahrscheinlichkeit, dass 
gerade diejenigen k Personen, welche gegenwftrtig das Alter x^j x^j . .x^ 
haben, noch den i''" Jahresschluss erleben, dass aber dann die öbrigen 
n — k Personen gestorben sind, durch 

W{x, ; i) . W{x, ; f) . . . W{x,;t) . (1 - W{x,^,; i)) . {l^W{x,^,;i)) ... (1 - W{x,)i)) 

ausgedrtickt, und folglich die Wahrscheinlichkeit, dass irgendwelche k Per- 
sonen unter den n Personen, die gegenwftrtig das Alter x^y x^, . .x^ haben, 
noch den i'** Jahresschluss erleben, wahrend die Qbrigen n — k Personen 
gestorben sind, durch 

2 W(x,;i). W{x,;{) . . W(xjt]i) . (1 - W(x,^ui)) . (l-W{x,^,;i)) . . (l-W{Xn;i)) 

m 

worin mit 2 ^^® Summe aller derjenigen Ausdrflcke bezeichnet ist, 
welche man erhält, wenn man in dem Producte unter dem Summations- 
zeichen alle möglichen Ä-gliedrigen Corabinationen ohne Wiederholung 
und ohne Versetzung der Grössen x^y x^j. . x^ ausftihrt. 

Wir finden demnach ohne Schwierigkeit fttr die gesuchte Wahrschein- 
lichkeit (3) folgenden Ausdruck: 
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(9) *W^ («!,«,,. .«« ]i) = 



*-» 



= §2 »^(*.;») • »♦"(«.;») • • • Wixt;i) .{l-W{xt+x; i)){l-W{xt+,;i)) . . . {1-W{x,;i)). 



*-=« 



Nun ist klar, dass der Ausdruck auf der zweiten Seite dieser Gleichung 
symmetrisch in Bezug auf x^j x^ . .x^ sein, und aus Gliedern von der Forrn 

bestehen muss, worin 

« = v, v + 1 , v + 2, . . n, 

z, = einem noch zu bestimmenden Zahlenfactor wird, und 

in Ubereinstimmung mit dem zuvor Gesagten die Summe aller s-gliedrigen 
Produete, welche man auS 

W (x^ ; i), W{x, ;i),.,W{x,;i),. W(x, ; t) 
bilden känn. 

Wir haben also gefunden 



idl 



(10) -w{x,,x„. . «. ; i) = g «. 2 '*'('*. ; *) • '»'(*.;*■) • • • ^(<^' ; »") 



t=v 



öder, wenn wir 

v + p statt 8 und Zp {v) statt z^^p 
einf tthren ; 

und mit Benutzung der Bezcichnung (2) 

W{x^ ;i) . W{x^.;i) . . . W{x^^p]i) = W^Cr,,^,, . .x,+j,;i) 
folglich auch: 



p=n—v 

w 



(«?| , .<r, , . . ^„ ; i) = ^ ^^, (v) 2 W^(^| , .c, , . . x^^p ; i). 
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llieraus ergibt sich mit Httlfe des in § 1 bewiesenen Satzes un- 
mittelbar: 

p=:n~-v 

(11) ''^ («i >«,,.. a;«) = ^ zp (v) . 2 '^ (*i ' ^« > • • ^*+p) 

worin 

die Summe derjenigen Ausdrticke bezeichnet, welche man erhalt, wenn man 
in i^{x^, x^j . -x^^^ alle möglichen {v + p)-gliedrigen Combinationen ohne 
Wiederholung und ohne Versetzung der Grössen x^^x^^ , .x^ einftlhrt 



§4. 

Es ertlbrigt jetzt nur noch den Werth von z^ {v) zu bestimmen, 
welches auf folgende Weise geschehen känn. 



Wenn wir zur Abkttrzung 



(12) Ov^p = 2 ^ (*i ' *i ' • • ^•+'') 

setzen, so erhalten wir 



pmJtn—V 



(13) »P (a?j , «, , . . Zn) = ^ «p (v) • ^•+;" 



;i=0 



Wir wollen jetzt annehmen, dass die Grössen x nach der Reihen- 
folge des Eintritts des Todes der n Personen geordnet seien, so dass die 
Person vom Alter x^ die erste ist, welche stirbt, 

j) )) a:^_i !d nächstfolgende » » » 

D )) x^_^ )) » i> » » 



j) D x^j^p die nach a?^+p+i folgende ist, welche stirbt, 

und endlich 

die vom Alter a?^+i die letzte Person, die innerhalb der Zeit stirbt, wahrend 
welcher die Leibrente ausbezahlt wird. Nach dem Tode der Person, welche 
gegenwärtig das Alter x^ hat, endigt die Leibrente. 
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Wir woUen ferner 

die Zeit, während welcher x^ noch lebt, die O**' Periode 

D j) 5) )) Xj,_x aber nicht x^ )> d 1** » 

D 5) j) )) a;„_3 aber nicht a?„_i » » 2** » 



• • 



D D D D aj„_, aber nicht a;„_,^.i )> d s'* $> 



• • 



» j) » )) x^^p aber nicht aJ|,+;,+i » » {n—v—py* j) 



• • 



)) )) » » a;^ aber nicht x^j^i » » (n— v)'* » 

nenneU; und mit 

(14) e^, Cj, e,, e, 

die gegenwartigen Werthe von je 1 Mark, welche an den, in die resp. 

0^«, Ite^ 2^, «'* 

Periode fallenden, Jahres-Schlttssen ausbezahlt werden soll. Da nun (Be- 
zeichn. 5) 

nichts anderes ist als der gegenwartige Werth von je 1 Mark, die an 
einem jeden solchen *Jahres-Schlusse ausbezahlt werden soll, an welchein 
wenigsten v von den n Personen, die gegenwärtig resp. das Alter x^^x^y..x^ 
haben, noch leben, so känn man daftlr auch sägen : an einem jeden Jahres- 
Schlusse, der in die 

0^, 1*®, 2'® bis einschliesslich in die (n— -v)'* 
Periode fällt, und findet dadurch unmittelbar 



s=^n—v 



(15) ^P{x,,x^,,.Zn)= ^ e,. 



i-o 



Wir können aber filr dieselbe Grösse (5) auch einen anderen Aus- 
druck aufstellen, dessen Vergleichung mit (15) uns ohne Schwierigkeit 
die Unbekannte Zp{v) in* (11) bestimmen lässt. 

Da P (ajj , a?2 , . . . x^j^^ den gegenwartigen Werth von je 1 Mark be- 
deutet, welche an einem jeden solchen Jahres-Schlusse ausbezahlt werden 
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soll, an welchein die v -{- p Personen, die jetzt das Alter x^jX^j , . . x^^p 
haben, alle noch leben, so können wir die Summe der Ausdröcke, die 
man aus 

erhält, indem man die v -{- p Grössen durch alle (v + ^)-gliedrige Combi- 
nationen ohne Wiederholung und ohne Verstcllung der Grössen x^^x^j,.. x^ 
ersetzt, auch in folgender Form darstellen: 

2 P(a;j ,«,,... aj„) = dem gegenwärtigen Werthe von 

der Anzahl von je ap (0) Mark, welche an jedem in die 0^ 

Periode fallenden Jahres- 
Schlusse, das heisst so länge 
Xn noch lebt, ausbezahlt 
werden soll; 

+ » D D D ttp (1) Mark, welche an jedem in die 1"^ 

Periode fallenden Jahres- 
Schlusse, das heisst so länge 
Xn-\ aber nicht «« lebt, 
ausbezahlt werden soll; 

+ » D D i> a^ (2) i> welche an jedem in die 2** 

Periode fallenden Jahres- 
Schlusse, das heisst so länge 
Xn-2 aber nicht Xn-x lebt, 
ausbezahlt werden soll; 

I • • • • •• • • • • • 

+ D D » D «;, (8) i> welche an jedem in die «'* 

Periode fallenden Jahres- 
Schlusse, das heisst so länge 
Xn-t aber nicht ««-*+! lebt, 
ausbezahlt werden soll; 

4- 

+ i> D » » ap{7i — v — y) i) welche an jedem in die 

(n — v — yY^ Periode fallen- 
den Jahres-Schlusse, das 
heisst so länge «c+/i aber 
nicht XcJf-pAfi lebt, ausbe- 
•zahlt werden soll. 

Diesc Gleichung erluilt, unter Benutzung der socben ihrer Bedeutung nach 
festgesetzten e,, die Gestalt 
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(16) 2 P («, , «8 , . . . «r+/>) = Gv^-p = ^ öi . «;» (»). 



*==0 



Was nun a^ (s) betrifft, öder die Aiizahl von Mark, welche an jedem in 
die 5" Periode fallenden Jahres-Schlusso (das heisst so länge a^„_, aber 
nicbt a:„_,^.i lebt) ausbezahlt werden soll, so ist ohne Schwierigkoit zn 
crsehen, dass diese Anzahl = ist der Anzahl der (t;+j>)-gliedrigen Com- 
binationen ohne Wiederholung und ohne \^ertauschung der in dieser 
Periode noeh lebenden n — s Personen vom Al ter x^^x^ . . . . Xn../j also wird 

,17N ^ /o\ u o\ {n — 8)(n — 8—l) (n+l—8 — v —p) 

(17) a, (8) = (n - sUp = 1.2 {v + p) ' 

welehes in (16) eingeföhrt 



Ov+p = J^ eg . {n — 8)v\-p 



s^O 



ergibt, öder auch, was dasselbe ist, 



« = »- c 



(18) af{-p = ^ ^' • (^ "" *)*'-»-^' 



*=o 



weil (n — s\^p = O wird ftlr $ > n — v — p. 

Setzt man diesen Werth von a^^p in (13) ein, so erhalt man 



pmn — V M^H — V 



'P (aj, ,«,,.. . Xn) = 7\ Zp{v). ^e,.{n — «), 



p=0 *-=0 

t=ti—v p = n—v 



= ^ «- . ^ «P (v) . (n — «),+;,; 

«=>o p=0 

diese, mit (15) verglichen, ergibt '^ 

^ e, = ^ e, . ^ «p (v) . (n — 8),+^, 
und folglich 
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pmtn—V 



1 = ^ «/> (v) . (»i — «)r+p , 



;> = 



oder, weil 

(n — »)r+p = O fur jff > n — v — 8 wird, 



pan—v—s 



1 = ^«p(v).(w — Ä)r+/», 



welche Formel auch so 



p^n—v^s 



(19) 1 = g «,(«). (n - »),_,_._;. 

geschrieben werden känn, und ftlr alle die Werthe 

« == O, 1, 2, .... w — v 

gilt. Setzt man hierin 

n — v — 8 statt 8 , 
so erhalt man 

(20) 1= gi8r^(i;).(s + t;),_^, 

das hcisst 

(21) 1 ={8 + v)s.Z,(v) + {s + v),^i,Z,{v) + .... + {8 + v\.Zs-.i(v) + i8 + v\,Z,(v) 

far alle Werthe 5 = 0, 1, 2, n — v. 

Mit Rttcksicht darauf, dass fOr 5=0 

(22) 1 = z, {v) 

wird, hat man also zur Bestimmimg des Zp {v) folgendes System von 
Gleichuno^en : 

1=(»+1). +(« + l),.a,(v) 

1 = (w + 2), + (» + 2). .», (v) + (v + 2), .«,(«) 



1 = (v + fc)t + (v + *:)*_!.«,(«) + (v +fe)i_2. 2, («) + ... + (« + «;),. a* (w) 

(23) 1 = (n,— l)„^,-.i + (n— l),_,_2.«,(i;) + (w— l)„_,^8.Ä,(t;) + ... 

. . . + {n—l)n-.t-k-l'SSt{v) + . . . + (n— l)o .«n-r-l(v) 

(24) 1 = (n)„_, + (n),_^«i.«,(t;) + (n)„«,_2.«,(i;) + ... + (n),^„-t.«t(t;) + ... 

. . . + (7l)j ,Zn^r-l(v) + in\.Zn-r{v). 
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Unter Benutzung der allgeniein bekannten, ftlr die Binoinial-Coefficienten 
geltenden Gleichung 

(25) (m + l)r — mr = ntr-i, 

erhalt man, durch Subtraction der Formel (23) von (24), 

Lassen wir in dieser Gleichung t; in v + 1 tlbergehen, ziehen dann die 
Gleichung (23) a b, und wenden die gebräuchliche Bezeichnung 

2* (v + 1) — Zi (v) =r Jzt (v) 

an, so finden wir 

(27) — l=(n — l)„_,_2.J«,(v) + ... + (n — l),_.^t.J«*_i(t;)+... 

. . . + (W — 1), . JZn-r-\(v) +(n—]\. JZn-viv}. 

Dadurch, dass man in (23) statt v nun t; + 1 setzt und das Resultat zu 

(27) addirt, erhalt man (weil z^ {v) = 1) 

= (n — 1)„_,-2K(V+1) + A(v)] + (^— l)«-r-3[«|(v+l) + ^»,(v)] + ... 

^^. + {n — \)n-v-k-i[ek-i(v+l) + Jzt{v)]+ etc. 

Man hat folglich allgemein 

zjt^i(v+l) + Jzit{v)^0 
öder, was dasselbe ist: 

(28) zt (v) = — 2 ^*-i (^ + !)• 

Wenn inan t; = O in (21) setzt und (22) beröcksichtigt, so erhalt man 

O = «,_i . z, (0) + ss^^ . », (0) + . . . + ^ . «,-! (0) + «,(0); 

und weil diese Formel fttr 

s = 1, 2, 3, etc. 

gelten soll, so findet man allgemein 

und in Folge hiervon muss man in (28) das Integral 2'^*-i(^ + 1) so 
nehmen, dass es fur t» = O verschwindet. 

Aeta mathematica. I. 10 
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Mit Hnlfe der bekannten Formel filr die BinoTnial-Co(*fficienten 
erhillt man nach und nach aus (28) 

z, {v) = (- ly . 2 (v + 1), = (- 1)* . (v + 1). 

z, (v) = (- D» . 2 (t^ + 2). = (- 1)« . (i; + 2), 



(29) z, (v) = (-l)p.^(v+p- l),^i = (- ly . iv + i> - 1 )p. 

Diese Bestimmung för Zj,{t^ in (11) eingesetzt ergibt fnr den gosncht^^n 
Lebensrenten-Werth folgenden Ansdrnck: 

worin mit 

die Snmme von denjenigen Functionen bezeiehnc^t is^t, die man ans 
P (.r j , TT^ , . . . .i\. ^.^) erhalt, wenn man darin alle mögliohen (?7+7?)-gliedri- 
gen Combinationen ohne Wioderholnng nnd ohne Ver.^tellung der (Irössen 
x^yX^y . . . x„ einsetzt. 

Ex. 1. Fttr n = 2y v =^ \ finden \y\r unmittelbar 

Ex. 2. Fnr n = 3, v = 1 ist 

Ex. 3. Fnr n = 3, v ^ 2 finden wir 

'POr^,X^,X,)=P(x^,X,) + P{X,,X,)+P(X,^,X^)-2.P(X,X,X,). 



Zur Theorie der Leibrenten. 75 

Nachschrift. 

Herr Prof. Ermt Schering in Göttingen hat mir gelegentlich eine 
andere Form der Bestininiung der Grössen z^ {v) in der Gleichung (1 1) 
mitgetheilt. Es Imndelt sich uni dié Lösung der Aufgabe: 

In der Gleichung {10 a), mit {9) verglichen, nemlich 

(31) '^K(*,,«„...x„;^)=g2 ""(•"■;*)•">.;»)•••• 

. . . yV{^, ; t) . (1 - >K(«»+, ; i)).(l ~ W{x,+, ;*))....(!- IF(«„ ; i)) 

pmxn—V 

die Coéfficienten Zp (v) zu bestimniefi, 

Zu dem Zweeke benutzen wir die folgende, nach Potenzen von 6 
geordnete Keihenentwickelung 

k=H 

...{l + eW{^„;i)) 
= g . g C (t; + i», 5.) . f^P-t . ef .2 H^Cf. ; i) ■ ^^'(c. ; i) . . : ^K(^.+, ; i) ' 

= g • Z{v,p, t, B) .2 >^'(c, ;i). yV{^,;i)..- W{^,^,;i). 

Hier ist zu bemerken: 

l:o Cl Ä, Ä+i ^n 

sollen mit den Werthen x^ xt, xt^ri «« , 

abgesehen von der Reihenfolge, aber ohne Wiederholung zuzulassen, tiber- 
einstimmen. 

2:o 2 ^^^^ ^^^ Summation ttber alle solche Werthensysteme be- 

c 

deiiten, bei denen aber Platzveränderung weder der f i , ^2 ft unter 

sich, noch der fit+i, ^^4.2 • • • • • f n unter sich zulässig ist. 

3:o fj, C2 • • • • fr+i» sollen irgend welche t; + 2> der Grössen .Tp rr^ . . . x^ 
bedeuten, aber ohne eine Wiederholung unter diesen zuzulassen. 
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4:o 2 ^^^^^ ^^^' Siuniuutioii fiber alle solrhe Werthensysteine be- 

deuten, aber ohne eine Platzveranderung der Grössen c zuziilassen, ali^io 
die Suinination Hber alle (v + /j)-gliedrigen Coiiibiiiatioiien der x^j x^ . . . x^ 
ohne Wiederholung und ohne Versetzung. 

5:o C {v + Pj jt) sind zu bestimmende ganze Zahlen-CoöfBcienten, 
abhängig von v -{- p und ^. 

Es ist 

gesetzt, und es ist offenbar 

(33) zp (v) = Z{v,p, <, Ö) fur < = + 1, 9 = — 1. 

Nun bedeutet C {v + Ih ¥) augenscheinlieh die Anzahl der mit dem Factor 
l'-^p-v fff versehenen Glieder, welehe enMehen, wenn man in dem erstcn 
Theil der Doppelgleichung (32) durch Multiplication die Klammcr-Aus- 
drtteke (1 + ö W{5[\i)) auflöst; also ist 

(^{^ + i^ ?')= der Anzahl der ^-gliedrigen Combinatioiien, ohne Wieder- 
holung und ohne Versetzung, von v + 1» Elementen, das 
heisst 

ni X \ (^ + JP) (v + /^ — 1) (y + j> + 1 — p) . • . 

i.*2 (p 

daher 



Z{v,p, <, ö) = g (» + i,), . t'^P-f . »r. 



und demnach 

Z(t>, j,, < = 1, e = - 1) = g (- l)v . („ + p\. 
das heisst, zufolge (33), 



yssj) 



z. 



(«) = S (- 1)*^ • C" + i')y = (- I)' . (" + i> - l)r, 

ebenso wie in Formel (29). 



■6- 



EINE ANNÄHERUNGSMETHODE IM PROBLEME 

DER DREl KÖRPER. 

VON 

HUGO GYLDÉN. 



Von dem Problem der drei Körper wird bekaiintlich gesagt, dass es 
noch heut zu Tage ungelöst dasteht und mit den uns gegenwärtig zu 
Gebote stehenden analytischen Hftlfs^iitteln nicht gelöst werden kann^ 
wenn nämlich die Lösung im streng mathematischen Sinne aufgefa^st 
wird. Ein derartiger Ausspruch erheischt jedoch eine genaue Fixirung 
dessen, was man un ter »streng matheraatisch» zu verstehen hat; denn sonst 
könnte die Meinung daröber schwankend werden, was die Wissensehaft in 
Bezug auf das besagte Problem bereits geleistet hat, und was von ihr in 
der nftchsten 2Seit erwartet werden darf. 

Nennt man nur diejenige Lösung streng mathematisch, welehe direct, 
d. h. phne fortgesetzte Annaherungen zu den unbedingt geltenden Re- 
lationen z>\i8chen der Zeit und den Coordinaten der drei Körper ftlhrt, so 
muss eingeräumt werden, dass wir bis jetzt gar keine Vorstellung davon 
haben, wie eine solche Lösung zu Stande gebracht werden soU, und dass 
die HofFnung, diese demnftchst zu erhalten, vorlftuiig als illusorisch be- 
zeichnet werden muss. Der Ursache nachzuforschen und feststellen zu 
suchen, woher diese geringen Aussichten entspringen, ist aber nicht nur 
an und fttr sich nicht ohne Interesse, sondern för die zukDnftige Leistungs- 
fåhigkeit der Wissenschaft auf dem Gebiete des betreffenden Problemes 
von grösster Bedeutung. 

Die Beantwortung jener Frage wäre eine leichte, woUte man sich 
damit begntlgen zu sägen, unsere analytischen Hulfsmittel sind gegen- 
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wärtig noch nicht in dem Maaj!«e ausgebildct, dass wir iiiit ihnen die 
Schwierigkeiton des Prol)leins der drei Körper bewältigen könnten. Eiiie 
Erklärung aber wärq hierinit nicht gegeben, sondern die Frage nur auf 
ein anderes Gebiet ubergeflihrt, nÄmlich auf das der Metaphysik (der Ma- 
thcmatik). Tiefer liegt also der Grund jenes Unverniögens das Problem 
zu lösen, aber andrerseits doch erkeimtlich genug um nachgewiesen werden 
zu können. Es. dttrftc» nämlich kaum ernstlichem Widerspruch begegnen, 
wenn wir sägen, dass die Ursache, weshalb die Lösung des Problems der 
drei Körper uns so schwierig erscheint, einfach darin liegt, dass uns die 
Vorstelliingen von den Bewegungserscheinungen in eineni Systeme von 
niehr als zwei Körpern noch abgehen öder doch noch sehr wenig geläuiig 
sind. Diese Bewegungserscheinungen sind aber auch voraussichtlich nicht 
in so einfacher Weise aus denen zusammen zu setzen, die wir in einem 
Systeme von zwei Körpern beobachten können — und die daher bereits eine 
Thatsache der Erfahrung sind — dass unser Geist, durch Synthese dieser ein- 
tacheren Elemente, sich unmittelbar in die Sphare jener mehr zusammen- 
gesetzten Vorstellungen versetzen könnte. 

Die Erscheinungen, die man seit 2000 Jahren im Planetensysteme 
beobachtete, und die zunftchst ihren Ausdruck in den Kepler'schen Gesetzen 
gefunden haben, waren auch nicht die geeignet«ten jene Vorstellungen 
auszubilden, aus welchen die fiir die directe Lösung des Problems der 
drei Körper vorauszusetzenden Begrifte hatten abstrahirt werden können. 
Im Planetensysteme ist nämlich der Einfluss der Planeten auf einander 
gegenliber dem der Sonne sehr gering, während ZeitrHumen, die mit einem 
frir uns anschaulichen Maasse ttbersichtlich gemessen werden können. Die 
Erscheinungen, die wir beobachtet haben, sind also nahezu dieselben, die 
man in einem Systeme von zwei Körpern beobachtet hatte, und schliessen 
sich während der historischen Zeit den. Kepler's(!hen Gesetzen einigermassen 
an. Während Zeiträumen aber, die nach Jahrtausenden gezählt werden 
inttssen, gestalten sich die Erscheinungen der Planetenbewegung wesentlich 
änders, und man känn wohl sägen, dass die Bahnen der Planeten durch- 
schnittlich Kreisen ähnlicher sind als Kepler'schen Ellipsen, wenn nämlich 
die Elemente letzterer als konstatit angenommen werden. Einem intelli- 
genten Wesen, dem die Zeit eines Jahrtausends etwa vorkäme, wie uns 
ein Tag, wttrde die Kepler'sche Ellipse schwerlich wie eine Annäherung 
an die wirkliche Bahn vorkommen. Es wtirde nicht die zum Begreifen 
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des Problems der drei Körper erforderlichen \^orstell ungen ans Elementen 
/^usammen zu setzen suchen, die ihm die Bewegiingen im Systeme van 
nur zwei Körpern darbieten. In dov Natur unserer Existenzbedingungen 
liegt es also, dass die Vorstellungen, deren Vorhandensein eine Bedingung 
der Lösung des oben erwähnten Problemes ausmacht, noeh nicht ent- 
wickelt sind; die mathematische Analyse hat däran wenig Schuld. Mittelst 
Analyse jedoch eine Erkenntniss erlangen zu wollen, wozu nicht schon 
vorher der Grund vom menschlichen Geiste erworben wäre, mftsste als 
dem widersprechend erachtx>t werden, was uns die Theorie der Erkenntniss 
lehrt. 

Die mathematische Analyse ist zunächst nur der Hebel, durch den 
die construirbaren Vorstellungen, die einen immanenten Character haben, 
in'8 Bewusstsein gebracht und zu Urtheilen verarbeitet werden. Ihre Lei- 
stung ist derjenigen der logischen Operationen aequivalent; nur verlÄuft 
die Kette der Schlussfolger ungen bei ersterer theilweise im Unbewussten, 
indem sie durch den mathematischen Mechanismus fortgeftthrt wird, wah- 
rend die loc^ischen SchlHsse sämmtlich bewusst sind öder doch sehr leicht 
bewusst werden können. 

Unsere Vorstellungswelt grtindet sich ursprttnglich auf Sinneswahr- 
nehmungen, beziehungsweise Beobaehtungen ; und wie wir auch diese Welt 
erweitern, immer mttssen wir in.derselben Sensationen als Elemente wieder- 
entdecken können. Eine Vorstellung, die nicht in der Sphäre des empi- 
risch Gegebenen wurzelt, öder bei der empirische Elemente nicht naehweis- 
bar sind, giebt es nicht. — Umgekehrt aber, können wir aus solchen 
Elementen doch unsere Vorstellungswelt erweitern, indem wir nämlich 
die erweiterten Begriffe mit Hlilfe der Phantasie veranschaulichen, und 
bei einem solchen Processe ist wiederum die mathematische Analysis 
verwendbar, indem sie die Formulirung der Begriffserweiterungen er- 
leichtert. 

■ 

Erkennen wir nun diesen Weg zur Erweiterung unserer Kenntnisse 
im allgemeinen als einen wissenschaftlich berechtigten an — ^ und ich 
wtlsste nicht, wie derselbe zu vermeiden wftre — so handelt es sich darum, 
denselben fUr das jetzt in Frage stehende Problem zu verwerthen und 
ttberhaupt mathematisch zu bezeichnen. Die Synthese aber, welche aus 
einfacheren Vorst«llungselementea zu mehr zusammengesetzten ftthrt, ent- 
spricht genau dem Processe, durch den eine Function durch fortgesetzte 
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Annaherungen gebildet wird, wobei dio. eiiizolnon Reaultate aus einfacheren, 
uns bereits bekannten Fiinctionen zusammengesetzt sind. Es ist also der 
Weg der siiccessiven Annaherungen, den wir verfolgen niQssen, der uns 
aber keineswegs die Aussicht entzieht das Resultat einst in aller Strenge 
erhalten zu können; denn der Begriff der mathematischen Transcendenz, 
der diesem Wege im allgemeinen eigenthftmlich ist, känn auf die resul- 
tirende Functionsform ftbertragcn werden, dio schliesslieh auch das RjC- 
sultat der directen Lösung sein muss. 

Die vorhergehenden Betrachtungen können wir nun kurz folgendep- 
maassen zusammenfassen: suchen wir eine einfache Lösung mittelst uns 
jetzt bekanntor Functionsformen, so stallen wir uns jedenfalls eine wider- 
sinnige Aufgabe; wir mOssen vielmehr unsem Geist dahin zu entwiekeln 
suchen, dass die Lösung, die ftir uns einst erreichbar wird, einfaeh erscheint. 
Dieser Evolutionsprocess heisst, mathematisch gesprochen, das Anschaulich- 
werden neuer Functionsformen. — Nicht wie durch einen Zauberschlag 
öder durch eine unmittelbare Erkenntniss werden wir die Lösung des 
Problems der drei Körper erlangen, sondern auf einem Pfade, auf dem 
jeder Schritt riur mit Ueberwindung bedeutender Schwierigkeiten gethan 
werden känn. 

Wenn wir also den Weg der successiven Ann&herungen einschlagen, 
den einzigen auf dem wir gcgenwÄrtig einige Aussicht habcn, das be- 
treffende Problem wenigstens in gewissen Fallen lösen zu können, so 
mUssen wir dabei an zwei Bedingungen festhalten: erstens n&mlich, 
dass die Folge der Annaherungen convergent sei, und zweitens, dass die 
Resultate dieser nie die Zeit^ öder Kreisbögen, die mit der Zeit unbe- 
granzt wachsen können, ausserhalb der periodischen Functionszcichen ent* 
halten. Die Nothwendigkeit jene erste Bedingung zu stellen, leuchtet von 
selbst ein; der zweiten muss aber genttgt werden, damit die Lösung eine 
wirklich unbedingte Gttltigkeit habe und der vorausgesetzten.Stabilitftt des 
Systems entspreche. — Eine jede Lösung, welche den gesteliten Bedin- 
gungen genttgt, nenne ich eine absolute Lösung, ohne Rftcksicht auf wel- 
chem Wege dieselbe auch erlangt worden sei. Man erkennt aber leicht, 
dass es nur eine einzige absolute Lösung geben känn; so dass, wenn man 
dieselbe auch unter verschiedener Form findet, die eine aus der andern 
durch gehörige Entwicklung hervorgehen muss. Das Resultat, wélches 
durch die Methode der sucoessiven Annaherungen gefunden wird, muss 
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also mit dem identisch sein, was einst durch die directe Lösung hervor- 
gehen wird. 

Die Lösung des Problems -der drei Körper im absoluten Sinne ist 
eigentlich nur von Lagrange und Laplace in's Auge gefasst worden; was 
seitdem auf dem Gebiete der Mechanik des Himmels geleistet wurde, ist 
zwar äusserst werthvoU und ftir die Astronomie fördernd gevvesen; in 
Bezug auf den absoluten Character der Resultate aber kaum tiber die 
Arbeiten jener grossen Männer hinausragend. Von wie grossem Werthe 
diese Arbeiten aber auch gewesen sind — sie haben in der That doch 
unsere Vorstellungen tlber die Bewegungen der Planeten entwickelt — so 
isind sie doch keineswegs als endgtlltig anzusehen. Man erinnert sich 
z. B., dass die gefundenen Ausdrttcke der Secularstör ungen aus einer be- 
gränzten Anzahl von Gliedern bestehen, wahrend diese Anzahl in der 
Wirklichkeit doch unendlich ist: auch lassen sich gegen die von den ge- 
nannten Gelehrten aufgestellten Methoden, die Zeit ausserhalb der trigono- 
metrischen Functionszeichen zu eliminiren, Bedenken erheben, welche in 
der Bemerkung wurzeln, dass wenn einmal die Zeit als Factor in einem 
intermediären Resultate aufgetreten ist, so hat man möglicherweise d^s 
erste Glied einer nicht beständig convergenten Reihenentwicklung vor sich. 

Seit einiger Zeit bin ich im Besitze einer Methode, die absolute Lösung 
des mehrerwähnten Problemes zu finden, welche, wenigstens auf die Un- 
tersuchung der Bewegungen in unserem Planetensystem angewendet, jeden- 
falls den beiden oben näh^er bezeichneten Bedingungen gentigen durfte. 
.In dem Maasse jedoch, wie die Bahnen der einzelnen Körper des Systems 
mehr excentrisch werden und die Anziehungen der Hauptkraft im Werthe 
näher kommen, wird die Anwendung dieser Methode mehr und mehr 
mtlhsam, und es lässt sich eine solche Constitution des Systems denken, 
dass die Anwendbarkeit derselben vöUig illusorisch wird. Es scheint, 
dass wir in der nachsten Zeit in solchen Fallen auf die absolute Lösung 
verzichten mtissen und uns mit einer relativen, filr eine begränzte Zeit 
geltenden begnttgen. — Die erwähnte Methode beruht auf Principien, 
von denen ich einen Theil jetzt darzulegen mir erlauben werde. . 

Es handelt sich darum, gewisse Grössen aus Diflferentialgleich ungen 
zu bestimmen, ohne dass in den Resultaten die unabhängige Veränderliche 
als Factor vorkommt, wiewohl sie als solcher erscheint, wenn man in der 
ersten Annaherung alle Grössen, welche mit der zweiten Potenz der stö- 

Aeta tnathematiea. I. XI 
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renden Masse multiplicirt sind, bei Seite iJlsst. In den DifFerentialglei- 
chungen, durch deren Integration inan genftherte Werthe der Unbekannten 
findet, miissen daher vor allén Dingen gewisse Grössen zweiter Ordnung 
mitgenoramen werden. Trotzdem lassen sich die nieisten Gleichungen, 
welche bei der hier in Frage stehenden Untersuchuns: nach und nach vor- 
kommen, auf die Form der linearen Differentialgleichungen zweiter Ord- 
nung bringen, und die in diesen Gleichungen vorkommenden bekannten 
Functionen lassen sich innerhalb gewisser Gränzen willkttrlieh wählen. 
Eine solche Gleichung sei 

(1) S+^'y=^- 

die Function X^ wird als bekannt angenommen und besteht aus zwei 
Theilen, wovon der eine von der störenden Masse unabhängig ist, der 
zweite aber mit dieser Masse verschwindet. Die Function X^ nehmcn wir 
auch als bekannt an, aber nur in der crsten Annälierung; denn sie enthält 
im Allgemeinen Glieder der Form 

'/; + 9'\y' + 9'y + . . . . 

und da y als eine Grösse erster Ordnung angesehen wird, und ebenso die 
Functionen V''^, V^,..., so vernachlässigcn wir, wenn X^ mit V'^ identi- 
iicirt wird, nur Grössen dritter Ordnuno*. Und wenn wir zu der ange- 
setzten Keihe noch cin Glied ^I\y fflgen, so ist '/'^ , wenn auch nur mit 
der crsten Potenz der störenden Masse multiplicirt, doch aus andern* 
GrHnden so klein, dass das Product V'\y zu den Grössen dritter Ordnung 
gezJlhlt werden darf. 

Indem die Function V^\ als gewissermaassen von X^ abgetrennt anzu- 
sehen ist, lässt sich letztere innerhalb gewisser Gränzen beliebig wählen, 
und ich werde bei der Bestimmung dieser Function der Bedingung zu 
gentigen suchen, dass das Integral der Gleichung 

(2) • + ^.2/= Ö 

die Form: 

(3) y = C.P + C, [Q + lxP\ 
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annimmt. Hier bedeuten C^ und C^ die Integra tionscoiist^ntcn, F und Q 
zwei Functionen von x, die nur periodische Glieder enthalten, und cndlich 
I "eine zu unserer Verfttgung stehende Constante. 
Setzen wir: 

80 mttssen bekanntlich y^ und y^ der Bedingungsgleicliung 

yty\ — ViV^ = I'- 
gentigen, wo jx eine neue Constante bezeichnet. Aus dieser Bedingungs- 

• 

gleichung lässt sich eine Relation z^vischen P iind Q herleiten, und es 

ergiebt sich 

QP—FQ + lPP^—fi, 
woraus folgt 



Q = P 



^^-J{^+^y^i 



indem C.^ die Intcgrationsconstante bezeichnet, die wir aber sofort gleich 
Null setzen können. — Damit nun Q die angedeutete Eigenschaft besitze, 
nämlich kein Glied mit dera Factor x zu enthalten, rauss die Constante / 
offenbar so gewählt werden, dass sie sich gegen das constante Glied in 

der Entwicklung von -pp aufhebt. Wir werden in der Folge die Con- 
stante /i gleich + 1 öder gleich — 1 setzen, w.odurch die Allgemeinheit 
der Resultate offenbar nicht gemindert wird. 

Dies vorausgesetzt, stellen wir das allgemeine Integral der Gl. (1) 
folgendermaassen au£ 

y^P{G,-fx,[Q + lxP]dx] 

+ [Q + lxP][C,+fx,Pdx] 
Weil aber 

fxX^ Pdx = X fx^ Pdx — fdx fx^ Pdx, 

so hat man auch 

y = C,P + C,[Q + lxP] 

-pfx,Qdx+ Qfx.Pdx 
+ lpfdxfx,Pdx 
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Diirch die Aufstellung dieser Formel leuchtet die Absicht mit der 
gewählten Form der Diflferentialgleichung (1) sofort ein. Fiiidet sich 
nämlich im Producte X^Q öder in dem Integrale 

fx,Pdx 

ein constantes Glied, so erscheint im Resultate ein Glied von der Form 

rxP, 

indem j' einen numerischen Coefficienten bezeichnet. Dieses Glied bringt 
man aber unmittelbar zum Verschwinden, indem man die Integrations- 
constante C^ in geeigneter Weise bestimmt, die bei den An wend ungen 
der aufgestellten Integralformeln au£ das Problem der drei Körper immer 
tiberzählig ist. 

Das Product X^P enthält entweder gar kein constantes Glied, öder 
doch nur ein solches von höherer Ordnung, und dies braucht bei der 
ersten Annäherung nicht mit berttcksichtigt zu werden. Indem wir nun 
die Constante C^ in der oben bezeichneten Weise bestimmen, die Constante 
6\ aber vorläufig unbestimmt lassen, erhalten wir ein Resultat der Form 

y = C,P + C^Q + per. GUeder; 

und wenn wir von X^ nur die Glieder dritter Ordnung inclusive berttck- 
sichtigen, so haben wir 

+ r,[c,p + c,Q + ....]' 

und 

x,p= r,p+ iP;p[c,p + o,Q + ....] + .... 

In diesem Ausdrucke muss man nun suchen die Constante C^ so zu 
bestimmen, dass kein constantes Glied daselbst nachbleibt. — Wttrde eine 
solche Bestimmung indessen nicht gelingen, so wäre hierdurch angezeigt, 
dass der Erscheinung, welche durch das Integrationsresultat representirt 
wird, die Stabilität mangelt. Bei der Anwendung der oben bezeichneten 
Integrationsmethode auf die Bewegungen der Planeten kommen derartige 
Hindernisse indessen nicht vor; denn, wie schon bemerkt wurde, das Pro- 
duct X^Q enthält in der Regel kein constantes Glied, und wenn ein 
solches vorkoinmt, so lässt es sich in der angefuhrten Weise eliminiren. 
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Der Fupctionen P, welche dem oben bezeichneten Zwecke enteprechen, 
giebt es verschiedene. Die einfachsten und zugleieh auch in anderer Be- 
ziehung geeigneten findet man unter den rationalen Verbindungen einfacher 
elliptischer Functionen. Wir entnehmen dieser zuerst die allereinfachsten 
Fftlle, indem wir fQr P der Reihe nach die Werthe sn x^ en x und dn x 
setzen; es ergeben sich alsdann ftir Q und I 

^ ff(aj) - K — E 

^^'''''HWy ^== — E- 

cn a; JT^ (x) h'^K—E 

^~ fc'* E,{zy k''K 

dn£Ö>). E 

^~ fc'* e,{x)' h'^K 

Die Resultate sind also sehr einfach und dabei in leichter Weise zu 
verwerthen; sie entsprechen, wie man leicht bemerkt, den Integralen der 
Lamé'schen Gleichungen: 

0- [2fc«8n «•— 1 — V] 2/ = O 
— [2fc«8naj« — fe')y = 

In nächster Reihe werden wir ftlr P die Combinationen : 

dsnx . 

~ en o; dn a; 



dx 

dcnx 
dx 

1 dåax 



= sn a; dn a; 



= sn o; en « 



substituiren, und fihden dann nach einigen Reductionen die folgenden 
Werthe der Grössen Q und 1: 
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(2==^8n*- ^^.^^cn^dn;.; 1= j^ 

k'* — k*ffAx) ^ ■ , k'*K—{k'*—k*)E ■ 
Q = _c„;r ^—-^^sn^du^; 1= ^^ 

# 

Die Differentialgleichungen, deren Intcgrale die soeben angeftthrten 
Ausdriickc representiren, sind die folgenden: 

- [2.3fc« sn «» — 1 — ifc'] y = O 

^ + [2 . 3 dii «« — 1 —k"] 2/ = O, 

und sie gehören sämmtlich zu der Classe der Lamé'schen Gleichungen. 
Man könnte leicht die Anzahl jener Resultate beliebig vermehren, 
allein es erscheint kaum von Interesse, wenigstens nicht ftir unseren 
Zweck, hier weiter vorzugehen. Statt dessen werde ich eine andere Form 
von P anftthren, welche gleiehfalls den gesteliten Bedingungen genttgt, 
die aber nicht zu den elliptischen Functionsf ormen gehört. Diese Form 
ist die folgende: 

p _^ A Sin X 

wo X einen constanten Coefficienten bezeichnet. Es findet sich hiermit: 

Q^^ABin^y-j^-2A8in. _^j^j^ 

Dieser Ausdruck muss nun nach den Vielfachen von x entwickelt werden, 
was leicht mit Httlfe von Cylinderfunctionen geschehen känn. Wir be- 
gnQgen uns, hier bloss die ersten Glieder hinzusetzen. Es findet sich 
alsdann: 
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' ,-r.vx Q = 6^ «'° ' {[2>l + I j.i.g {2X)* + . . .] Cos « 

- é (i A (2-1)' + • • •] Sin 2« 

Endlich findet sich die Differentialgleichung, welcher durch diese Resultate 
gentigt wird, wie folgt: 

^ + [X^mx — X^ Cos ««] 1/ = O 

Die Anwendung der im Vorhergehenden dargestellten Methode werde 
ich jetzt an einem Beispiele zeigen, was ich mit der Angabe einiger 
Details hier anftihre. Die voro;eleo:te Differentialcrleichunor sei: 

■^ +a*GosXv.y = X,, 

■ 

wo a und X constante Coeffieienten und X^ eine Function der Form: 

9\ + ¥,y + V-y + 



bezeichnen mogen. Es werde nun ein Integral der vorgelegten Gleichung 
ohne willkrirliche Constanten verlangt, das aber aus lauter rein perio- 
dischen Gliedern bestelien soll. 

Statt der Veränderlichen v ftthre ich eine neue x ein, indem ich sctze: 



é%. 



).v = 2^x 



und mir vorbehalte, öber den Modul h, von dem das vollstÄndige Integral 
K abhängt, noch zu disponiren. Hiernach erhalten wir: 



d 
dx 






Um diese Gleichung auf eine der im Vorhergehenden betrachteten 
Formen zu bringen, bedienen wir uns der Entwicklung: 
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Cos 2 am x = — A ^/y 






+ 






^2if* 



"t" • . . • ^ 



wo die Constante A von der Ordnung der Grösse k^ ist. Man hat nämlich: 

^-^ Jfe* K 
öder 

2Ä:i8* 64* + •••• j 
Au8 der angeföhrten Entwicklung erhalten wir: 



log 

Diesen Werth ftlhren wir in die vorgelegte Differentialgleichung ein, 
und bestiinmen dabei den Modul in der Weise, dass der Coefficient von 
Cos 2 am o; gleich &* wird. Wir erhalten somit: 



å 
dx 



^-(2Psn.'-fe'),=^(^)'x, 



4a' <:'(!-(?') . 

7^ uq . "^y 



. 4a'/ ;r \' 2g(l— g') ^ . tt 
+ -f[2k) l-g« Co84^x.y 



A', 
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indem wir nämlich der Kttrze wegen die Summe der Glieder rechter 
Hand mit X bezeichnen. Wie man leicht bemerkt, sind die mit y multi' 
plicirten Glieder rechter Hand Grössen dritter Ordnung. 

Dag Integral dieser Gleichung. ist uns aber bekannt; es ist nämlich: 



^ - ^, ånx 






dn X i ^, (x) dii X ^, (x) i 

i|dna. Idxl 

•/ ty 



+ T7;77dna; \ dx \ X år\x dx 

Vermöge der Bedingnng, wodurch k bestimmt werden soll, erhalten 
wir die Gleichung 



llyq Å 



= k\ 



woraus folgt: 



Hieraus ergiebt sich: 



Å' 



q' + 4-,q — l =0 

a 



'1 



a ^ a 



und sieht man sogleich, dass bei jedem Werthe des Verhaltnisses - die 

Grösse q kleiner, öder jedenfalls nicht grösser als die Einheit ausfallen 
muss. 

Wenn nun X^ eine bekannte, aus periodischen Gliedern bestehende 

TT * 

Function bedeutet, wo das Argument ^öR"^ ""^ ^^^ Vielfachen desselben 

nicht vorkommen, so wird man den Werth des Integrales leicht und 
sicher ermitteln können, sofern die willkttrlichen Constanten C^ und C^ 
gleich Null gesetzt werden dttrfen. : — Findet sich aber in X^ ein Glied 
der Form: 

^Sin2 —X, 

v 

sei es direct, öder in Folge der successiven Annäherungen entstanden, so 
erscheint im Resultate ein Glied der Form 

Ada mathematica. I. 12 



ÖÖ Hugo Gyldén. 



/j xdn X 



was nbor unmittelbar weggoschafft werdon känn, indem man die Constante 



Cj aus der Gleichung 



C, — k'\ = O 



bestiinmt. 

Eiidlich betrachten wir den Fall, wo in A"^ ein Glicd der Form 

h Cos 2 ^ X 

vorkommt. Ein solches Glied känn zwar nicht immer weggeschafft werden, 
aber doch unter gewissen Bedingungen, die eben dem Probleme der drei 
Körper eigentliCimlich sind. Hierzu gehört namlich, dass der Coefficient h 
eine Grösse zweiter Ordnung ist, sowie dass in der Function U\ ein Glied 
derselben Form vorhanden ist. Nennen wir den Coefficienten dieses Gliedes 
Py so ist die Constante C^ so zu bestimmen, da?s der Coefficient von 

Cos 2 — x in der Entwicklung von 
2A ^ 

TT '^ 

h Cos 2 jr- X + pCi Cos 2 ^ X dn x 

verschwindet. — Es ist iibrigens leicht zu bewirken, dass ein solches Glied 
in der Function '/'j vorkommt; denn wärc es nicht vorhanden, so hatte 
man nur nöthig, die ursprnngliche Gleichung in der Gest<jlt 

j-T + («* + v) Cos Xv ,y ^ X^ + p Cos Xv . y 

ZU schreiben und a^ + j> statt a'^ in den nachfolgenden Formeln anzuwenden. 

^Vir haben jetzt gesehen, wie die im Vorhergehenden entwickelte 
Methode angewendet wird; in Bezug auf ihr Wesen und ihre Bedeutung 
fUr die Lösung des Problems der drei Körper seien mir noch einige Be- 
merkungen gestattet. 

Die Glieder, die wir zu vermeiden beabsichtigten, sind als dadurch 
entstanden anzusehen, dass eine gewisse Grösse gleich Null geworden ist. 
Das Glied x Sin x entsteht z. B. dadurch, dass die Grösse ö in dem Aus- 
drucke 

Sin xj Cos (Jx . dx 

verschwindet. Diesem entsprechend ist auch das Mittel, solche Glieder zu 
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venneiden, hier gefunden worden. Denn die Lamé'schcn Gleichungen, von 
welchen wir vorhin eine in Anwendung brachten, sind specielle FäUe von 
allgemeineren Gleichungen, welche von Herrn Hermite zuerst integrirt wor- 
den sind. Die hier benutzten Gleichungen entstelien aus den allgemeinen 
dadurch, dass der von Hermite mit o) bezeichneten Grösse gewisse Special- 
werthe zuertheilt werden, nämlich O, K und K + iK\ Ueberhaupt lassen 
sich fur den hier verfolgten Zweck geeignete Gleichungen finden, indem 
man die Grösse c in dem Ausdrucke 



y = z ieJ ** + c V *» j, 



wo z eine Function von x bedeutet, in Null ubergehen lässt. Bekanntlich 
lassen sich die Int^grale vieler DifFerentialgleichungen zweiter Ordrmng 
durch eine solche Form darstellen. Durch die angedeutete Specialisirung 
geht dieselbe, jedoch nicht immer, in solche tiber, welche wir im Vorher- 
gehenden betrachtet haben. 

Umgekehrt aber könnte man, gerade an diese Bemerkung ankntlpfend, 
vermuthen, dass unser Zweck in mehr directer Weise erreicht werden wHrde, 
wenn man die Grösse c nicht gleich Null setzte, sondern derselben einen 
endlichen, wenn auch kleinen Werth gäbe. Dass dieser Punkt genauer, als 
bisher geschah, untersucht werden muss, ist sicher; indessen hat es doch 
den Anschein, als ob die Vortheile mehr auf Seite der soeben vorgetra- 
genen Methode liegen. 

Die Herstellung der Form, bei der das Argument ausserhalb der tri- 
gonometrischen Functionszeichen nicht heraustritt, ist indessen von durch- 
greifender Bedeutung fiir die Lösung des Problems der drei Körper. 
Glieder, die man, ohne diese Form zu erhalten zu suchen, zusammen- 
schlagen konnte, lassen sich nicht mehr vereinigen. Die Glieder 

ACosx+ B Cos [{I +å^)x + Z)J + C Cos [(1 + (\)x + D^] + , 



wo ^p d^ kleine Grössen erster Ordnung bedeuten, konnte man z. B. 

in der Weise vereinigen, dass man nach den Potenzen von diesen Grössen 
entwickelt^ und bloss die von den ersten Potenzen abhängigen Glieder 
beibehielt. Die Summe wurde alsdann auf nur zwei Glieder reducirt. 
Indem aber nun eine derartige Entwicklung vermieden werden soll, ver- 
zichtet man selbstverständlich auf die entsprechende ^'^ereinfachung. Die 
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obigeri Glieder lassen sicli aber in anderer Wcise zusamnienziehen, indem 
man namlich neue Functionsformen biidet. Wir setzen: 

7jCos7:= A + B Cos (o> + D^) + C Cos (r?,.c + Z>,) + 

7j Sin 7:= — B Sin (o> + D^) — C Sin (o> + />,)-.. . . 
und erhalten die obige Summe durch den Ausdruck 

representirt. 

Die Grössen rj und tt sind jetzt Functionen von x, die Bicli sehr 
långsam ändern, weil die Grössen ^^J d^j . . . , sehr klein sind. Verschwin- 
den diese Grössen ganz und gar, so gehen jene Functionen in Constanten 
(iber, und in der That entsprechen sie Integrationsconstanten, wenn die 
störende Masse gleich NuU wird. Die Integrationsconstanten der Differen- 
tialgleichungen des Problems der drei Körper sind aber nicht Special- 
werthe jener Functionen, sondern sind theils in den Coefficienten A, B, 
Cj.... enthalten theils in den Bogen Dj, D^,.... Dadurch, dass wir die 
vollständige Form beibehalten, kommen wir aber in die Lage, den BegrifF 
einer absoluten Bahn bilden zu können, d. h. einer Bahn, dercn Elemente 
absolute Constanten sind. Die Abweichungen der wirklichen Bewegungen 
von dieser Bahn sind immer kleine Grössen von der Ordnung der stö- 
renden Knlfte. 



DAS PROBLEM DER CONFIGURATIONEN 



VON 

TH. REYE 

IN Stkassbukg VK- 



1. Seit einer Keihe von Jahren pflege ich in meinen geonietrischen 
Vorlesungen auf eigentliiunliche Gruppen von Punkten, Geraden und 
Ebenen aufmerksam zu inachen, welehe durch die Regelmässigkeit ihrer 
Anordnung sich auszeichnen. Diese Gruppirungen, welehe ich »Configura- 
tionen» genannt habe,(^) treten bei geometrischen Untersuchungen nicht 
selten auf. So liegen die 12 Aehnlichkeitspunkte von vier Kugehi zu 
dreien in 16 Geraden und zu sechsen in 12 Ebenen, und diese 12 Ebenen 
gehen zu dreien durch die 16 Geraden und zu sechsen durch die 12 
Punkte. Die 16 Knotenpunkte und 16 singulären Ebenen einer Kum- 
iner' schen Fläche vierter Ordnung und vierter Classe haben solche gegen- 
seitige Lage, dass durch jeden der 16 Punkte sechs von den 16 Ebenen 
gehen und auf jeder der letzteren sechs von den 16 Punkten (und zwar auf 
einem Kegelschnitt) liegen. Wenn zwei Tetraöder einander gegenseitig ein- 
geschrieben sind, so enthält jede ihrer 8 Flächen vier ihrer 8 Eckpunkte 
und durch jeden der letzteren gehen vier der 8 Flächen. Auch die 15 Po- 
tenzebenen, 20 Potenzaxen und 15 Potenzpunkte, welehe sechs Kugeln zu 
zweicn, dreien und vieren bestimmen, bilden eine räumliche Configuration, 



(*) Zuerst 1876 io mciner »Geometrie der LagcD I, 2 Aufl., S. 4 (vgl. cbenda S. 
162 N:o 13), dann in Crcllc-Borchardt^s Journal 86 S. 209 und in mciner DSynthet. 
Geometrie der Kugeln und linearen KugelsystemcD (1879), S. 54. • 
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und zwar ist jedc der 20 Potenzaxen mit 3 Potcnzpunktcn und 3 Potenz- 
ebenen incident, jeder der 15 Potenzpunkte mit 4 Potenzaxen iind 6 
Pot^nzebencn, u. s. w. 

2. Eine Configuration w^ in der Ebene besteht aus n Punkten imd 
n Geraden in solchcr Lage, dass jede der n Gcraden i von den n Punkten 
enthält und durch jeden der n Punkte i von den n Geraden gehen. Durch 
jede collineare öder reciproke Transformation verwandelt «< sich Aviederum 
in eine Cf. w^; von letzterer können vier Punkte öder Gerade willktirlich 
in der Ebene angenommen werden, wenn n > 3 ist. Collineare Configura- 
tionen sehen wir als nicht wesentlich verschieden an. — Jedes einfache 
n-eck öder n-seit biidet eine Cf. n^, ebenso jede Gruppe von ebenen 
Polygonen, welche zusammen n Eckpunkte haben. Ein sich selbst ein- 
geschriebenes n-eck biidet eine Cf. n^, zwei sich wechselseitig einge- 
schriebene w-ecke bilden eine 2n^. Reelle Configurationen 83 existiren 
nicht; dagegen hat Herr S. Kantor (^) drei verschiedenartige Configurationen 
9., und zehn verschiedene IO3 nachgewiesen. Die bekanntesten derselben 
sind der ebene Schnitt IO3 eines vollständigen räumlichen Fttnfeck8(^) und 
die Cf. 93, welcher die Eckpunkte eines zwei Geraden eingeschriebenen 
Scchsecks und die Schnittpunkte seiner drei Paar Gegenseitcn angehören. 

3. Eine räumliche Configuration Ui besteht aus n Punkten imd n 
Ebenen in solcher Lage, dass auf jeder der n Ebenen i von den w Punkten 
enthalten sind und durch jeden der n Punkte i von den n Ebenen gehen; 
wir bczeichnen diese Cf. genauer mit (»,, g^), wenn zu ihr noch ^ Gerade 
gehörcn, die mit je k der n Punkte und je k der n Ebenen incident sind. 
Die Kummer'sche Cf. (1.) ist demnach mit 16^ öder aber mit (16g, I2O2) 
zu bczeichnen, die Aehnlichkeitspunkte von vier Kugeln gehören zu einer 
Cf. (12g, I63) und die Potenzebenen, Potenzpunkte und Potenzaxen von 
sechs Kugeln bilden eine Cf. (15g, 2O3). Beliebige n Strahlen einer Re- 
gelschaar bestimmen mit n ihrer Leitstrahlen die n^ Punkte und n^ Ebenen 
einer Cf. {nln-v 2w„), z. B. einer (9^, 63), wenn n = 3 ist; ebenso bestimmt 
eine Schläffli'sche Doppelsechs eine sie enthaltende Cf. (30^, 12^). Die 
zwölf Eckpunkte eines regulären Ikosaöders bilden mit den zwölf Dia- 
gonalebenen, in welchen je ftlnf Kanten liegen, eine Cf. (12^, 60.J; dieselbc 



(*) Sitzungsberichtc der Wiener Akademie, Jahrg. 1881, Nov. und Decbr. 
i^) Vgl. darUbcr meine :»GeoDåetrie der LageD II, 2 Aufl., S. 69. 
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lässt sich ebenso einfach åns dem regiilären Dodekaeder ableiten und 
wird durch eines der regulären Polyöder von Poinsot dargestellt. 

4. Die Configuration (w^, g^ verwandelt sich durch jede coUineare 
öder reciproke Transformation wiederum in eine Cf. (w,, ^^); von letzterer 
können, wenn w > 4 ist, fimf Punkte öder fQnf Ebenen beliebig ange- 
nommen werden. Sind zwei reciproke Configurationen (w,, g^ in einem 
Nullsysteme einander zugeordnet, so bilden sie zusammen eine Cf. (2/?fa.i, 
2gi)y indem jede Ebene derselben auch durch ihren Nullpunkt geht und 
jeder ihrer Punkte in seiner Nullebene liegt. Auf diese Art erhalt man 
aus dem Tetraöder eine Cf. 84, aus dieser wiederum eine 16^, u. s. w. 
Aus gewissen räumlichen Configurationen känn man durch die Methode 
des Projicirens und Schneidens complicirtere ebene Cff. ableiten. Proji- 
cirt man z. B. die Punkte und Geradcn einer Cf. (12^, 16J aus einem 
beliebigen Punkte auf eine Ebene e, mit welcher man zugleich die Gera- 
den und Ebenen der Cf. zum Durchschnitt bringt, so erhält man in e 
eine ebene Cf. 28^; ebenso ergiebt sich aus der Potenz-Cf. (15^, 20J von 
sechs Kugeln eine ebene Cf. 35^, imd aus dem Tetraeder die oben (3.) 
erwähnte Cf. lOg. 

5. Das Problem der Configurationen nun verlangt, dass alle verschie» 
denartigen, zu den Zahlen n und i gehörigen Configurationen w< ermittelt 
und dass ihre wichti^sten Eiojenschaften aufgesucht werden. Der erste 
Theil dieser Aufgabe ist bislang nur frtr die ebenen Configurationen Og 
und IO3, und zwar von Herrn S. Kantor a. a. O. gelöst worden. ^'on 
der Kummer'schen • Cf. 16^ hat Herr F. Klein eine Reihe sehr mcrk- 
wftrdiger Eigenschaften aufgedeckt;(^) ihre Beziehungen zu Thetafunctionen 
mit zwei Variabeln sind durch die Herren Cayley, Borchardt und H. 
Weber bekannt.(^) Von der Cf. (12^, I63), deren Untersuchimg von den 
Herren Giuseppe Veronese und Cyparissos Stephanos nach verschiedenen 
Richtungen erfolgreich begonnen wurde,('') enthält der folgende Aufsatz 
wesentliche Eigenschaften. Offenbar aber bleibt auf diesem Gebietx^ noch 



C) F. Klein in den Mathem. Annalen II, S. 199— -226. 

(*) Cayley in Crelle-Borchardt^s Journal 83 S. 210 und 84 S. 238; Borchardt ebenda 
83 S. 234; H. Weber ebenda 84 S. 332. — Vgl. Krazer, Theorie der zweifach unend- 
lichen Thetareihen, Lpz. 1882. 

C) Stephanos im Bulletin des scicnccs math. et astron., 2® serie T. III, 1879; Ve- 
ronese in den Memoric della II. Accad. dei Lincei, 1880 — 81, 
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viel zu thiin Tibrig. So ist die Frage nach den algcbraischen Gleichungen, 
mit welchen die Coiifigurationen zusammenhJlngen, unseres Wissens noch 
von Niemand in Angriff genommen worden. Hervorzuhcben ist aiicli die 
Frage, durch wie viele ihrer Elemente (Punkte, Gerade und Ebenen) eine 
beliebige Configuration bestimmt ist und wie sie sich bewegt, wenn eines 
der sie bestimmenden Elemente seine Lage stetig ändert. Dass die Kum- 
mer^sche Cf. 1 6^ durch scchs ihrer Punkte bestimmt ist und ihre Theorie 
mit derjenigen des rHumlichen Sechsecks sehr innig zusammenhilngt, ist 
bekannt.(^) 

Strassburg */E den 16 Sept. 1882. 



(*) Vgl. meine »Geometrie der Lagei> II, 2 Aufl. S. 250 — 259 und Crelle-Borcbardt'» 
Journal 86 S. 84 und 209. 



DIE HEXAEDER- UND DIE OCTAEDER- 
CONFIGURATIONEN (12„ 16,) 

VON 

TH. EEYE 

IN Stbassbubo Ve* 



1. Die Configuration (12g, I63), welche zuerst bei den Aehnlich- 
keitspunkten von vier Kugeln bemerkt wurde, (^) steht in engen Beziehun- 
gen zum Fönfiflach und zum räuralichen FUnfeck. Einerseits nämlich 
bilden die sechs Punkte, in welclien die Kanten eines Tetraöders å von 
einer Ebene e geschnitten werden, mit denjenigen sechs Punkten, welche 
von ihnen durch je zwei Eckpunkte harmonisch getrennt sind, die 12 
Punkte einer Cf. (12^, 16g); die 12 Ebenen derselben bestehen aus den 
vier Tetraöderflachen, der Ebene s und den sieben Ebenen s', welche von 
e durch je zwei Gegenelemente des Tetraöders harmonisch getrennt sind. 
Anderseits bilden .die sechs Ebenen, durch welche die Kanten eines Te- 
traöders Jj aus einem Punkte P projicirt werden, mit denjenigen sechs 
•Ebenen, welche von ihnen durch je zwei Tetraöderflachen harmonisch ge- 
trennt sind, die 12 Ebenen einer Cf. (12g, I63), und zwar bestehen deren 
12 Punkte aus den vier Eckpunkten von J^, dem Punkte P und den 
sieben Punkten P, welche von P durch je zwei Gegenelemente des Te- 
traöders harmonisch getrennt sind. Wenn P sich bewegt, so beschreiben 
die acht Punkte P' und P acht coUineare, involutorisch liegende Räume. 
Zwei 80 construirte Configurationen (12g, I63) können collinear öder reci- 
prok auf einander bezogen werden, indem man die sie bestimmenden 



{}) Vgl. PoDcelet, Traité des propriét<és projectives des figures, 1822, p. 409. 

Mta mathematica. I. 13 
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Tetraöder und Punkte öder Ebenen als homologe Elemente einander zu- 
weist; denn harmonische Gebilde gehen durch coUineare öder reciproke 
Transfonnationen allemal wieder in harmonische Gebilde tlber. Wir wollen 
zunächst zeigen, dass jede Cf. (12g, IGg) auf beide Arten construirt werden 
känn und dass folglich aus einer solchen Cf. alle Ubrigen durch coUineare 
sowohl als auch durch reciproke Transformationen ableitbar sind. 

2. Die drei Ebenen einer Cf. (12^, I63), welche durch eine ihrer 
16 Geraden g gehen, enthalten zusammen alle 12 Cf.-Punkte, näinlich 
ausser den drei. auf g liegenden noch je drei ausserhalb g befindliche. 
Zu der Cf. gehört folglich jede Ebene, welche eine Gerade und einen 
Punkt öder auch zwei Gerade der Cf. verbindet, ebenso aber jeder Punkt, 
in welchem eine Gerade und eine Ebene öder zwei Gerade der Cf. sich 
schneiden. Eine Ebene enthält deshalb höchstens vier Cf.-Gerade; dieselben 
mttssen sich in ihren 6 Cf.-Punkten schiieiden, und keine drei von ihnen 
gehen durch einen Punkt, weil sonst die Ebene mehr als sechs Cf.-Punkte 
enthalten wttrde. Jede Cf.-Ebene wird von mindestens zwölf Cf.-Geraden 
^eschnitten, und zwar in jedem ihrer sechs Punkte von höchstens zwei, weil 
sonst durch den Punkt mehr als sechs Cf.-Ebenen gehen wQrden. Also 
liegeui ausserhalb jeder Cf.-Ebene genau zwölf Cf.-Gerade und in ihr vier 
Gerade und sechs Punkte der Cf.; letztere bilden zusammen ein voUstän- 
diges Vierseit, in dessen Eckpunkten die Ebene von je zwei der öbrigen 
12 Geraden geschnitten wird. Ebenso gehen durch jeden Punkt der Cf. 
vier Gerade und sechs Ebenen derselben, und zwar bilden dieselben éin 
VoUständiges Vierkant, dessen Ebenen je zwei der ttbrigen 12 Cf.-Geraden 
projiciren. 

3. Zwei beliebige Ebenen der Cf. (12^, 16g) schneiden sich entweder 
in einer Cf.-Geraden öder in einer j)Diagonale]f) der Cf., welche zwei und 
nur zwei Punkte derselben verbindet; denn jede Cf.-Gerade der einen Ebene 
hat mit der andern einen Cf. -Punkt gemein (2.). Jede Cf.-Ebene schneidet 
folglich acht der 1 1 ttbrigen paarweise in ihren vier Cf.-Geraden und 
die drei letzten Cf.-Ebenen in den drei Diagonalen ihres Cf.-Vierseits; sie 
biidet mit diesen létzteren drei Cf.-Ebenen ein Tetraöder J, dessen Kanten 
aus sechs Diagonalen der Cf. bestehen. Da die drei Diagonalen eines 
Vierseits sich gegenseitig harmonisch theilen, so sind die 12 Punkte der 
Cf. paarweise harmonisch getrennt durch die Eckpunkte des Tetraödera J; 
sie können folglich auf die oben (1.) zuerst angegebene Art construirt 
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werdett mittelst des Tetraöders J und irgend einer der tlbrigen acht Cfc- 
Ebenen s. Die 12 Ebenen der Cf. (12g, 1 63) bilden drei verschiedene 
Tetraöder J, deren 18 Kanten durch je zvvei der 12 Cf.-Punkte harmonisch 
getheilt werden. Jede Flache eines beliebigen dieser Tetraöder schneidet 
die Flächen und Kanten der beiden anderen paarweise in vier Geraden 
und sechs Punkten der Cf., und jede Kante desselben schneidet zwei paar 
Gegenkanten der andern in zwei Cf.-Punkten. Die drei Tetraöder J bilden 
demnach ein »desmisches System», (^) und je zwei von ihnen liegen auf 
vierfache Art perspectiv bezttglich der vier Ebenen des dritten. Durch 
die 1 6 Cf.-Geraden geht ein BQschel von Flächen vierter Ordnung, welche 
die 12 Cf.-Punkte zu Doppelpunkten haben; drei dieser Flächen zerf allén 
in die Ebenen der drei Tetraöder J. 

4. Auf analoge ^Weise bilden die 12 Punkte der Cf. (12g, 16g) drei 
Tetraöder J^, durch deren Flächen die Ebenen der Cf. paarweise harmonisch 
getrennt sind. Aus jedem derselben und einem der tlbrigen acht Cf.- 
Punkte P känn die Cf. auf die zweite der angegebenen Arten (1.) con- 
struirt werden; jedes dieser drei d^ ist folglich Poltetraöder von doppelt 
unendlich vielen Flächen zweiler Ordnung, welche den beiden andern 
umschrieben werden können. Aus jedem Eckpunkte eines beliebigen dieser 
drei J^ werden die Eckpunkte und Kanten der beiden iibrigen paarweise 
durch vier Gerade und sechs Ebenen der Cf. projicirt; je zwei der drei 
Tetraöder J^ liegen demnach perspectiv bezl\glich der Eckpunkte des drit- 
ten. Die drei Jj haben wie die drei J die 18 Diagonalen der Cf. zu 
Kanten und bilden gleichfalls ein desmisches System; jedes J^ hat mit 
jedem J zwei Gegenkanten gemein. Die 24 Eckpunkte, 24 Ebenen und 
1*8 Kanten der sechs Tetraöder J und Jj bilden die von Herrn Vietor(') 
untersuchte Dharmonische» Cf. (24^, 18^), deren 18 Geraden mit je vier 
harmonischen Punkten und je vier harmonischen Ebenen derselben inci- 
dent sind. 

5. Als Repräsentant der Configurationen (12g, I63) känn die WQr- 
felconfiguration betrachtet werden, welche ausser den 8 Eckpunkten, 12 



(*) Nach der Ausdruckswcisc des Herrn Cyparissos Stephanos im Bulletin des seienccs 
matb. et astr., 2® serie t. III, 1879. Veronese (Sopra alcune notevoli configurazioni . . . 
in den Memorie della B. Accad. dei Lincei, 1880 — 81) nennt sie x>tetraedri fascialii). 

(*) Vietor in den Beriebten tlber d. Verhdlgn. d. naturf. Gesellscb. zu Freiburg i. 
Br. VIII. 2, 1882. 
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Kanten und 6 Flächen eines WUrfels noch dessen Mittelpunkt Jf, die 
durch M gehenden 4: Diagonalen und 6 Diagonalebenen und die drei 
unendlich fernen Kan ten punkte enthält (Fig. 1). Die drei Teträéder å 
dieser Cf. werden gebildet von je zwei parallelen Flächen und den beiden 
zu ihnen normalen Diagonalebenen des Wtirfels. Die drei unendlich 
fernen Kantenpunkte bilden mit M das eine der drei Tetraöder J^; die 
beiden anderen werden von je vier Eckpunkten gebildet, die auf den 
quadratischen Wttrfelflachen einander gegenöber liegen, und ihre Kanten 
sind die 12 Diagonalen dieser 6 Quadrat^ (Fig. 2). — Die Configurationen 
(12g, I63) werden auch repräsentirt durch diejenige des reguläreu Oc- 
taöders, welche aus dessen 8 l^^lächen, 1 2 Kanten und 6 Eckpunkten, den 
3 Diagonalebenen, der unendlich fernen Ebene und den unendlich fernen 
6 Punkten und 4 Geraden der Kanten und Flächen besteht (Fig. 3). Wir 
bezeichnen die (12g, I63) als Hexaöder- öder Octaöder-Configurationen, 
weil sie sowohl collinear als auch reciprok in diejenigen des Wtirfels und 
des regulären Octaöders transformirt werden können (1.). 

6. Die 12 Flächen der drei Tetraöder J^ einer Wtlrfelconfiguration 
gehören zu der Cf. (12g, I63) eines regulSren Octaöders, welches die Mit- 
telpunkte der sechs Wttrfelflachen zu Eckpunkten hat (Fig. 2); sie bilden 
die drei mit jenen Jj identischen Tetraöder J dieser Octaöderconfiguration, 
aus welcher ganz ebenso wieder die Wttrfelconfiguration abgeleitet werden 
känn. Ueberhaupt gehört zu jeder Cf. (12g, 16,) eine andere ihr drei- 
fach um- und eingeschriebene, so dass die Tetraöder J öder å^ der ersteren 
mit den Tétraödern Jj resp. A der letzteren identisch sind, also durch 
jeden Punkt der einen drei Ebenen der andern Cf. gehen und in jeder 
Ebene der einen drei Punkte der andern liegen. Die 24 Punkte und 24 
Ebenen von zwei so zusammengehörigen Configurationen bilden mit ihren 
18 Diagonalen, d. h. mit den 18 Kanten ihrer Tetraöder å und A^ wie- 
derum die harmonische Configuration (24g, 18^). Letztere sowie jede der 
beiden Cff. (12g, I63) ist sich selbst zugeordnet in den 24 centrisch- in- 
volutorischen Systemen, welche je einen Eckpunkt der Tetraöder J und A^ 
zum Involutionscentrum und die gegenttberliegende Ebene zur Involutions- 
ebene haben. 

7. Um zwei Configurationen (12g, I63) reciprok auf einander zu 
beziehen, känn man fttnf Punkten P der einen, von welchen die vier 
ersten eines ihrer Tetraöder A^ bilden, beziehungsweise fttnf Ebenen e der 
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andern, von welchen die vier ersten ein Tetraöder J derselben bilden, als 
entsprechende zuweisen (1.). Da nun die letztere Cf. drei Tetraöder J enthält 
und jedes derselben durch 24 Permutationen seiner 4 Ebenen b darstellbar 
is^ ausserdem aber die fUnfte Ebene s der Cf. acht verschiedene Lagen 
annehmen känn, so ergiebt sich: Zwei beliebige Configurationen (12^,^ 16,) 
können auf 3.24.8 = 576 verschiedene Arten reciprok und ebenso of t 
coUinear auf einander bezogen werden. (^) — Eine Cf. (12^, I63) ist in 
zwölf verschiedenen Nullsysteinen sich selbst zugeordnet; man erhält zwei 
derselben, wenn man irgend zwei sich schneidenden Cf.-Geraden diejenigen 
beiden zu ihnen windschiefen zuordnet, deren Schnittpunkt in der Ebene 
der ersteren liegt. Um diese 12 Nullsysteme ftbersichtlich darstellen zu 
können, bezeichnen wir die Punkte und Ebenen der Cf. auf folgende Art. 
8. Sei iklm irgend eine Permutation von 12 3 4. Wir bezeichnen 
dann die Punkte der Cf. (12^, I63) durch die zwölf Ziffernpaare iA, und 
von ihren Ebenen vier durch die Zififern i = 1, 2, 3, 4, die ftbrigen acht 
durch die Ternen ikl öder deren cyclische Permutationen, und zwar so, 

dass die drei Tetraéder Jj von den Punktenquadrupeln: 

♦ 

12 21 34 43, 13 24 31 42 und 14 23 32 41 

gebildet werden, die drei Tetraöder J aber von den Ebenenquadrupeln: 

12 3 4, 234 143 124 132 und 432 134 142 123. 

Die Punkte ikj U, im liegen in einer Cf.-Geraden (vgl. Fig. 1 und 2); 
ebenso die Punkte ik. Ii, mi. Die sechs Punkte: 

iky Uj ifUy kiy Uj mi liegen in der Ebene i, und 

ikj ilj iniy Inij mkj kl liegen in der Ebene klm = Imk = mkl] 

die sechs Ebenen i, ikly iknij A, Wm, kml gehen demnach durch den Punkt 
ik. Von den 18 Diagonalen ik ki und ik Im der Cf. schneiden sich ik ki^ 
kl Ik und Ii il in einem Eckpunkte der drei Tetraöder J, ebenso ik /m, 
Jd im und Ii km; der letztere Eckpunkt liegt der Ebene Iki und der erstere 
der Ebene m gegenttber, beide sind in Fig. 3 ebenso bezeichnet wie diese 
ihre Gegenebenen. Die Schemata: 



(*) Dieser und der folgende Satz wurden bereits von Herrn Vietor, welebem ich flie 
yor lV| Jahren mittheilte, a. a. O. veröffentlicbt, 
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kl kl km und ki kl km 



tk Ii Im 
mk ml mi 



Ik il ml 
mk Im im 



repräsentiren die 9 Cf.-Punkte, welche ausserhalb der Geraden ik U im 
resp. ik Ii mi liegen, zugleich aber durch ihre 3 Zeilen und 3 Spalten die- 
jenigen sechs Cf.-Geraden, welche diese resp. Geraden nicht schneiden. 
Die 9 Punkte, 6 Geraden und 9 Ebenen der Cf. (12g, I63), welche mit 
einer beliebigen Cf.-Geraden nicht incident sind, liegen hiernach in ciner 
Fläche zweiten Grades und bilden eine Gf. (9^, 63). 

9. Die zwölf Nullsysteme Aij B<, (7^, in welchen die Configuration 
(1 2g, 16,) sich selbst zugeordnet ist, lassen sicli nun durch folgende Ta- 
belle darstellen: 
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43 


34 


14 


23 


41 


32 


13 


24 


42 


31 


^, 


21 


12 


34 


43 


23 


14 


32 


41 


24 


13 


31 


42 


B. 


13 


24 


31 


42 


14 


23 


32 


41 


12 


21 


34 


43 


B, 


31 


42 


13 


24 


23 


14 


41 


32 


43 


34 


21 


12 


B, 


13 


42 


31 


24 


12 


43 


34 


21 


14 


41 


32 


23 


B. 


31 


24 


13 


42 


34 


21 


12 


43 


32 


23 


14 


41 


C. 


14 


23 


32 


41 


12 


21 


34 


43 


13 


24 


31 


42 


C. 


41 


32 


23 


14 


34 


43 


12 


21 


24 


13 


42 


31 


G, 


14 


32 


23 


41 


13 


31 


24 


42 


12 


34 


21 


43 


C, 


41 


23 


32 


14 


42 


24 


31 


13 


43 


21 


34 


12 



Aus derselben ist ersichtlich, dass z. B. iii dem Nullsysteme C, dert 

Ebenen 1, 2, 3, 4, 234, , 123 die resp. in ihnen liegenden Punkte. 

14, 32, 23, 41, 13, ,43 zugeordnet sind, und folglich den vier 

Geraden 21 24 28, 12 31 41, 34 42 14, 43 13 32 die resp. Geraden 
34 31 32, 43 24 14, 21 13 41, 12 42 23, wahrend die abrigen acht 
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Of.-Geraden in Cj sich selbst zugeordnet sind. In jedem der zwötf NuU- 
fiysteme sind acht Cf.-Gerade sich selbst und die ilbrigen acht paarweise 
einander zugeordnet Die beiden Nullsysteme eines jeden der sechs Paare': 

Å,A,, B^B,, C,G,, A,A,, B,B^, C,C, 

■ • • • 

stehen zu einander in solcher Wechselbeziehung, dass die acht Cf.-Geraden, 

welche in einem von ihnen paarweise einander zugeordnet sind, acht sich 
selbst zugeordnete »Leitstrahlenj) des andern bilden (vgl. 13.). 

10. Die vier Nullsysteme Ä^ sind paarweise involutorisch und be- 
stiminen zu zweien sechs geschaart-involutorische Systeme A^Aj^ und zu 
dreieh vier raumliche Polarsysteme Aj^iA^j{^) in welchen die Cf. (12^,163) 
sich selbst zugeordnet ist. Namlich die Nullpunkte öder Pole einer be- 
liebigén Ebene und die NuUebenen eines jeden Punktes bezGglich der Sy- 
Bteme -4^, Äj, öder -4^, A^ A^ sind einander zugeordnet in dem involu- 
torischen Systeme A^Aj^ resp. conjugirt in dem Polarsysteme A^A^A^. Das 
involutorische System A^A^ z. B. enthält die Punktenpaare 12 21. 42 14. 
.31 23. 24 41. 13 32 und seine Involutionsaxen gehen durch 34 und 43; 
das Polarsystem A^A^A^ hat die beiden Poltetraéder 14 23 42 31 und 
41 32 24 13 und seine Ordnungsfläche enthält die Schaär gemeinschaftlicher 
Leitstrahlen der Nullsysteme A^^ A^j A^ und die drei paar Involutions- 
axen von A^A^, -^^4-^2 ^^^ -^jA» insbesondere auch,die Leitstrahlen 12 21 
und 34 43; durch letztere und durch die Involutionsaxen von A^A^ geht 
auch die Ordnungsflftche des Polarsystems A^A^A^j von welchem 14 32 42 13 
und 41 23 24 31 zwei Poltetraöder sind. Die involutorischen Systeme 
AiAt und AjA^ bestimmen zusainmen das System A^A^A^A^, von welchem 
12 21 und 34 43 die Involutionsaxen und 13 31, 14 41, 23 32, 24 42 
vier Punktenpaare sind, und ebenso bestimmen von den drei Systemen 
A^A^j B^B^y C^C^ (resp. A^A^^ B^B^, ^3^4) j^ zwei das dritte; nÄmlich 
je zwei Punkte, welche in zwei dieser Systeme einem beliebigen Piinfctfe 
-zugeordnet sind, sind in dem dritten Systeme einander zugeordnet Durch 
die letztéren beiden Gruppen von je drei Systemen wérden die Punkte 
der Cf. (12g, I63) zu vieren so gruppirt: 

12 21 34 43, 13 42 31 24, 14 32 41 23; 



C) Ygl. F. Klein, Mjith. AoDaleii II S. 199—226 and ideine »C^ometrie der Lage» 
II, 2 Aufl., S. 256. .* 
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diese drei Quadrupel J^ sowie die 3 Tetraöder J sind Poltetraéder eines 
raumlichen Polarsy stenig, in welchem die Cf. (12^, I63) der zu ihr ge- 
hörigen Cf. (12^, 16g) zugeordnet ist, und dessen imaginäre Ordnungs- 
fläche die Involutionsaxen der zweimal drei Systeme und die gemeinschaft- 
lichen Leitstrahlen der einen und der anderen Gruppe enthalt (vgl. 16.). 

11. Die zwölf Nullsysteme -4<, 5<, (7< bilden die folgenden neun 
Gruppen von je vier involutorischen Nullsy stemen : 

A,A,A,A,, A,A,B^B,, A,A,C,C,, B,B,A,A,, B,B,B,B^, 
B,B,C,G,, C,C,A,A,, C,G,B^B,, C,C,C,C,. 

Von jeder dieser Gruppen gilt dasselbe, was soeben von A^A^A^A^ be- 
merkt wurde; ein beliebiges der zwölf Nullsysteme liegt also mit sieben 
anderen involutorisch. Die 12 Nullsysteme bestimmen demnach zu zweien 
^ = 42 und zu vieren 9, im Ganzen also 51 geschaart-involutorische Sy- 
steme, zu dreien aber 9.4 = 36 Polarsysteme, in denen die Cf. (12^, 16,) 
sich selbst zugeordnet ist. Neun der 51 involutorischen Systeme h&ben 
je zwei Gegenkanten der Tetraéder Jj zu Involutionsaxen, sechs andere 
mit imaginären Axen werden durch das Schema der Punktenpaare: 

ik ht, Im nU, il mJe. Ii knL im Ik. mi kl 

dargestellt und die (ibrigen 86 durch das Schema: 

iJc ik. ki ki. Im ml. mk kl, Ik km. mi il. Ii im. 

Die Ordnungsflächen der 36 Polarsysteme sind alle reell und geradlinig; 
durch je zwei Gegenkanten der 3 Tetraöder Jj gehen vier von ihnen (10.). 
Wählt man von zwei dieser Tetraöder je zwei Eckpunkte, wie 12 21 und 
13 24, deren Verbindungslinien sich nicht schneiden, so bilden diese und 
die ttbrigen vier Eckpunkte zwei Poltetraöder 12 21 13 24 und 34 43 31 42 
von einem der 36 Polarsysteme (vgl. 10.). Andere Polarsysteme, in wel- 
chen die Cf. (12^, 16,) sich selbst zugeordnet wäre, existiren nicht 

12. Die gemeinschaftlichen Leitstrahlen der drei Nullsysteme A^j Bj, 
(7j bilden keine Regelschaar, sondern eine lineare Congruenz A^B^O^y 
welche die vier windschiefen Cf.-Geraden 

12 13 14, 21 24 23, 34 31 32, 43 42 41 

enthalt und durch dieselben bestimmt ist Die drei Nullsysteme liegen 
folglich in einem BUschel, i h. die drei Nullpunkte einer beliebigen 
Ebene liegen in einer Geraden und die drei Nullebenen eines jeden Punktes 



Die Hexaéder- UDd die Octaéder-Configurationen (12.. 16,). 



105 



gehen durch eine Gerade der Congruenz. Uebrigens sind durch diese 
3 Nullsysteme die Punkte und Ebenen des Raunies in Tripeln einander 
zugeordnet, wie 12, 13, 14 und 1, 234, 432 öder 21, 24, 23 und 2, 
143, 134, sodass die Nullpunkte der drei Ebenen eines Tripels in drei 
cyclischen Permutationen das zugeordnete Punktentripel bilden. Ganz 
das Gleiche gilt von den NuUsystemen der acht Tripel: 

'A,B,G,, A,B,C,, A,B,C,, A,B,C,; A.Bfi,, A,B,C,, A,B,C,, A,B,C,, 
wie aus der obigen Tabelle ersichtlich ist Die Nullpunkte einer Ebene 
in den drei paar NuUsystemen A^, A^] B^, B^; C\j C\ bilden folglich 
die drei paar Gegenpunkte eines voUständigen Vierseits, dessen Seiten den 
vier Congruenzen A^B^C^, A^B^C^, A^B^C^, A^B^C^ angehören; ebenso 
bilden ihre Nullpunkte bezftglich der ttbrigen sechs Nullsysteme ein voll- 
ständiges Vierseit und die Nullebenen eines beliebigen Punktes ein voll- 
ständiges Vierkant. Durch die sechs Nullsysteme A^B^C^A^B^C^ werden 
die Punkte und Ebenen des Raumes zu Hexaöder-Configurationen (12^, 16,) 
gruppirt, deren 16 Geraden zu vieren den erwähnten vier Congruenzen 
angehören. Jeder Ebene einer solchen Cf. sind in den 6 NuUsystemen 
die 6 in ihr liegenden Cf.-Punkte zugeordnet, ferner in den 4 Tripeln 
A^B^C^y A^B^C^j A^B^C^j A^B^C^ die vier paar anderen durch ihre Cf.- 
Geraden gehenden Cf.-Ebenen, und in den 3 involutorischen Systemen 
A^A^j B^B^y C^C^ die noch öbrigen drei Cf.-Ebenen. Analoges gilt von 
jedem Punkte einer solchen Cf. Durch die sechs Nullsysteme A^B^C\A^B^C^ 
werden die Punkte und Ebenen des. Raumes ebenfalls zu Hexaöder-Con- 
iigurationen gruppirt, die aber von den vorigen verschieden sind. 

13. Die acht linearen Congruenzen der eben besprochenen Tripel 
werden durch folgende Tabelle tlbersichtlich dargestellt: 





^. B, C. 


^» B, C. 


^« 5. C, 


^. B, C, 


A,B,C, 


12 13 14 


21 24 23 


34 31 32 


43 42 41 


A,B,C, 


21 42 32 


12 31 41 


43 24 14 


34 13 23 


^.B.C. 


43 31 23 


34 42 14 


21 13 41 


12 24 32 


A,BA 


34 24 41 


43 13 32 


12 42 23 


21 31 14 



Die vier Geraden, welche mit einem der Tripel ABC in derselben Zeile 
öder Spalte verzeichnet sind, bestimmen die zugehörige lineare Congruenz. 
Zugleich ist aus der Tabelle ersichtlich, welche acht Cf.-Geraden in jedem 
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der zwölf Nullsysteme sich selbst und welche acht paarweise einander zuge- 
ordnet sind (9.); z. B. in C^ sind die Geraden der ersten und der vierten 
Reihe {Ä^B^C^ und Ä^B^C^) sich selbst und die ftbereinander stehenden der 
zweiten und dritten Reihe einander zugeordnet, in A^ dagegen sind die Gera- 
den der dritten und vierten Spalte {A^B^C^ und A^B^C^) sich selbst und die 
nebeneinander stehenden der ersten und zweiten Spalte einander zugeord- 
net Jede der 16 Cf.-Geraden schneidet nur diejenigen sechs anderen nicht, 
welche mit ihr in derselben Zeile öder Spalte der Tabelle verzeichnet sind. 
Welche Ebene einem beliebigen Cf.-Punktc in jedem der 12 Nullsysteme 
zugeordnet ist, lehrt auch diese Tabelle; z. B. dem Punkte 12 ist in B^ 
und zugleich in (7, die Ebene 124 der Geraden 12 31 41 und 12 24 32 
zugeordnet, weil letztere von B^ und C^ zwei Leitstrahlen sind. 

14. Welche von den 18 Kanten der Tetraöder J und Jj in jedem 
der 12 Nullsysteme sich selbst, und welche einander zugeordnet sind, 
ersieht man aus folgender Tabelle: 





^, 


^, 


C, 




><. 


12 


21, 34 


43 


14 


32, 41 


23 


13 


42, 31 


24 


A. 


B. 


14 


23, 41 


32 


13 


31, 24 


42 


12 


43, 21 


34 


B. 


c. 


13 


24, 31 


42 


12 


34, 21 


43 


14 


41, 23 


32 


C, 






^. 






B, 






0. 







Jedes der Nullsysteme A^^ B<, C,, hat diejenigen drei paar Tetraöderkanten 
zu Leitstrahlen, welche mit ihm in derselben Zeile öder Spalte verzeichnet 
sind; die ttbrigen 12 Kanten sind paarweise einander zugeordnet, und 
zwar in A^, B^ öder C^ die iibereinander, in A^, B^ öder C^ die ttber- 
kreuz stehenden, z. B. in 6\ die Kanten 12 21 und 14 23, 34 43 und 
41 32, cet. und in C7, die Kanten 12 21 und 41 32, 34 43 und 14 23, 
14 32 und 24 42, cet. Ebenso sind in A,^ die Kanten 14 32 und 13 42, 
41 23 und 31 24, 13 31 und 12 43 cet. einander zugeordnet, in A^ 
dagegen 14 32 und 31 24, 41 23 und 13 42 u. s. w. — Von den neun 
Paaren Gegenkanten der Tetraöder J^ schneidet ein jedes nur dicgenigen 
vier Kantenpaare nicht, welche mit ihm in einer Reihe öder Spalte der 
Tabelle verzeichnet sind; diese vier paar Gegenkanten aber liegen allemal 
auf einer Flache zweiter Ordnung, weil vier der 8 Kanten die (ibrigen 
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vier schneiden. Bezttglich der neun Flächen zweiter Ordnung, welche 
hiernach durch je acht der 18 Tetraöderkanten gehen, ist die Cf. (12g, IGJ 
der zu ihr gehörigen Cf. (12g, I63) und die aus beiden gebildete har- 
monische Cf. (24^, 18^) sich selbst zugeordnet. 

15. Es giebt sechs und nur sechs NuUsysterae, in welchen eine Cf. 
(12g, 16g) der zu ihr gehörigen Cf. und folglich jedes ihrer Tetraöder J^ 
und J sich selbst zugeordnet ist; man erhält eines derselben, wenn man 
zwei windschiefen Tetraöderkanten ihre Gegenkanten zuordnet Die letzte 
Tabelle (14.) reprftsentirt auch diese sechs NuUsysteme, indem jede ihrer 
3 Zeilen und 3 Spalten von einera der Nullsysteme drei Paare einander 
zugeordneter Geraden aufweist; die tibrigen 12 Kanten sind Leitstrahlen 
desselben. — Wir wollen mit {ik) die Ebene bezeichnen, welche in einem 
der Tetraöder J^ dem Eckpunkte ik gegentiberliegt, sodass also {ik) die 
drei Punkte Äi, Im und ml verbindet und in ik die drei Ebenen (ki), {Im) 
und {nU) sich schneiden. Die sechs neuen Nullsysteme können dann auch 
folgendermassen tlbersichtlich dargestellt werden: 





(12) (21) (34) (43) 


(13) (24) (31) (42) 


(14) (23) (32) (41) 


A,A, 


21 


12 


43 


84 


42 


31 


24 


13 


32 


41 


14 23 


B, B, 


43 


34 


21 


12 


31 


42 


13 


24 


23 


14 


41 32 


CA 


34 


43 


12 


21 


24 


13 


42 


31 


41 


32 


23 14 


Ä,A, 


21 


12 


43 


34 


24 


13 


42 


31 


23 


14 


41 32 


^.B, 


34 


43 


12 


21 


31 


42 


13 


24 


32 


41 


14 23 


c.c. 


43 


34 


21 


12 


42 


31 


24 


13 


41 


32 


23 14 



Denn z. B. in dem Nullsysteme C^C\ sind den Ebenen (12), (21), (34), (43), 

(13), , (41) die resp. in ihnen liegenden Punkte 34, 43, 12, 21, 

24, , 14 zugeordnet. Aus dieser Tabelle ist ersichtlich, dass die 

sechs Nullsysteme involutorisch sind; sie bestimmen zu zweien fllnfzehn 
geschaart-involutorische Systeme und zu dreien zehn Polarsysteme, und 
zwar ganz dieselben, vne die in gleicher Weise bezeichneten involutorischen 
Systeme (10.). Beispielsweise bestimmen A^A^ und B^B^ das involutorische 
System A^A^B^B^, dagegen A^A^ und B^B^ das System C^G^. Neun von den 
1 5 involutorischen Systemen haben je zwei Gegenkanten der Tetraöder Jj zu 
Involutionsaxen (10., 11.), die Axen der sechs ftbrigen sind imaginär (10.). 
16. Drei beliebige von diesen sechs Nullsystemen bestimmen zu- 
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sammen dasselbe Polarsystem wie die drei ttbrigen ; z. B. die Nullsysteme 
JSjjBj, C^C^ und A^A^ liefem ebenso wie B^B^^ C^C^ und A^A^ das Polar- 
system, von welchem 12 21 34 43 ein Poltetraöder ist und dessen Ord- 
nungsfläche durch die acht Kanten: 

31 24, 13 42, 14 32, 41 23; 31 42, 13 24, 14 23, 41 32 
der abrigen beiden Tetraöder Jj geht Von den zehn Polarsystemen hat 
das durch A^A^y -^i^a ^^^ ^i^a bestimmte die drei J^ und die drei J zu 
Poltetraödern und seine Ordnungsfläche ist imaginär; die Ordnungsflftchen 
der neun öbrigen sind reell und gehen durch je vier paar Gegenkanten 
der Jj (vgl. 14.). Jede dieser 10 Ordnungsflächen ist ihre eigene Polare 
bezQglich der neun öbrigen, weil in einem beliebigen der 10 Polarsysteme 
die 18 Tetraöderkanten theils sich selbst theils ihren Gegenkanten zu- 
geordnet sind. — Durch die 6 Nullsysteme, 10 Polar- und 15 involu- 
torischen Systeme sind, wie Herr F. Klein a. a. O. zuerst bemerkt hat, 
die Punkte und Ebenen des Raumes nach Kummer'schen Configurationen 
(16g, I2O3) gruppirt, deren 120 Geraden aus je acht Leitstrahlen der 16 
involutorischen Systeme bestehen. 

17. Ausser den soeben nachgewiesenen 10 Polarsystemen giebt es 
nur noch zweimal zwölf andere, in welchen die zusammengehörigen beiden 
Cff. (12g, 16g) einander zugeordnet sind. Durch je sechs Punkte der 
einen öder der andern Cf., welche ausserhalb einer Ebene e der Cf. liegen, 
geht die Ordnungsfläche von einem dieser 24 Polarsysteme; dieselbe be- 
rtihrt in den sechs Punkten paarweise die 12 Kanten von zwei Tetraödem 
J der Cf. und hat das dritte J, welchem e angehört, zum Poltetraéder. 
Bei der Cf. des regulären Octaöders z. B. ist die dem Octaöder umschrie- 
bene Kugel eine der 24 Ordnungsflächen (Fig. 2 und 3). Diese 24 Flftchen 
sind alle reell, enthalten aber keine reellen Geraden. — Wir haben also eine 
Gruppe von 24 und eine von 10 Flftchen zweiter Ordnung, in Bezug auf 
welche die beiden Cff. (12g, 16g) zu einander, und ausserdem eine Gruppe 
von 36 Flächen, in Bezug auf welche sie zu sich selbst polar sind. Die 
Flächen einer jeden dieser drei Gruppen sind bezilglich einer beliebigen 
der 70 Flächen theils zu sich selbst theils paarweise zu einander polar. 
Die harmonische Cf. (24^, 18^) ist, wie sich beweisen lässt, nur beztlglich 
dieser 70 Flächen zweiter Ordnung zu sich selbst polar, und in keinem an- 
deren Nullsysteme als den 18 oben angegebenen sich selbst zugeordnet 

Strassburg 7E, den 22 Oct. 1882. 
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I. Sur les foncHons uniformes d^une variable x. 

1. Soit f{x) une fonction uniforme de la variable x ayant un nombre 
fini de points singuliers a^ a,, . . . a^. Dans le domaine du point singulier 
a^, cette fonction est représentée par une serie convergente de la forme 

y(«) = ^ 4* v - a»)' ; (i=l, 2,....n); 



Va—OO 



pour les valeurs de x dont le module surpasse le plus grand des modules 
des nombres a^ a, .... a^, cette méme fonction est représentée par la 
serie 



»»■■ + 00 



Va— OO 



Théoréme L Les nambres Ä^i\ et A^ satisfont ä la relation 
(1) A,=^A% ■ 



Jb«l 



C) La plupart dos resultats contenus dans ce mémoirc ont été exposés dans un mé- 
moire présenté k fAcadémio des Sciences le 13 mars 1882. 
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En eflfet rintégrale j/*(.r) dx prise dans le sens positif le long d*une 
circonférence ayant pour centre le point j; = O et entourant les n points 

i—n 

öp öjj . . . . a„ est égale ä 2;ri > Ä%\ et, si Ton pose a; =-;, eette méme 






intégrale se réduit ä Tintégrale 



-f^m 



prise dans le sens négatif sur une circonférence entourant le seul point 
singulier rr' == O, intégrale qui est égale ä 27ri A^. 

Bemarque. La décomposition d*une fonction rationnelle R(x) en frac- 
tions simples résulte iinmédiatement de Tapplication du théoréme I ä la 
fonction de f 

srof 1 __L_-| 

\J—x f— OJoJ 

2. Soient (7j, C^, . . . . C„ n cercles se coupant ou non, ayant pour 
centres respectifs les points a^ a^ . . . . a„. Appelons espace E la portion 
du plan des x extérieure ä la fois ä tous ces cercles; la ligne L qui 
limite cet espace E consiste en une ou plusieurs courbes fermées composées 
d'arcs de cercle. Désignons par ^{x) une fonction de x uniforme dans 
Tespace E et n' ayant dans cet espace aucun point singulier. (Nous sup- 
posons par conséquent que le point re = oo n^est pas un point singulier 
de f{x)). 

Théoréme IL La fonction ^(x) est développable en une serie de la 
forme 

(2) f w = ^ + m; ^'' (^ 

convergente en tous les points de Vespace E. 

Pour démontrer ce théoréme, considérons Tintégrale 



/''<«p-.-f-^]^ 



prise sur le contour L dans un sens tel que Vespace E soit a gauche du 



Sur les fonctions iiniformes d*un point analytiquo (x, y). Ill 

point décrivant f , les points x et x^ étänt deux points quelconques de 
Tespace E. On voit inimédiateinent que cette intégrale est égale a 

Coinme le contour d'intégration L se compose d'arcs appartenant aux 
circonférences C^, C^, . . . . C„, Ton aura 

k=n [ 



(3) 



2Ti [,f(z) - i^K)) = ^ / ^(c') r^:^ - ^- j df , 






rindice 6\ indiquant que Tintégrale afifectée de cet indice est prise le 
long des ares de la circonférence C^ qui appartiennent ii la ligne L, 
Pour toutes les valeurs de c telles que 

(4) mod. (c — a*) < Sx mod. (j; — a*), tt<\ 

1 
la fonction de la variable c est développable eii une serie unifor- 



inément converg-ente 



V=iOO 



(^) ^^. = ~S 



(c-a,y-» 






Or les valeurs que prend c dans Tintégrale affectée de Tindice C^ satisfont 
ä Tinégalité (4); en rempla9ant, dans cette intégrale, par le dévelop- 

pernent (5), la relation (3) devient la formule (2) oii Ton fa it 







= -ä/^(«(^- 



3. Le théoréme précédent II est un cas particulier du suivant. 
Théoréme III. Une fonction ^{x) Momarphe dans Vespace ä contour 
simple ou muUiple situé ä 1'extérieur. de n cerdes de centres a^, a,, .... a. 
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et ä rintérieur de m cercles de centres 6^ 6^, . . . . J^ est dévdoppable, dans 
cette portion du plan^ en une serie conver gente de la forme: 



A-lv«=l Jb-li/^l 



Ce théoréme conduit ä la demonstration donnée par M. Bourguet 
de Texpression 






indiquée par M. Weierstrass pour une fonction uniforme ayant n points 
singuliers öj, a^» • • • • ^n ^ distance finie et un point singulier ä Tinfini. 
Il suffit pour cela de supposer que les cercles dé centres äj, a^, .... a. 
aient des rayons infiniment petits, que le nombre m soit egal ä 1 et que 
le cercle correspondant ait un rayon infini. 

Eemarque. Les développements en serie de fractions rationnelles qui 
font Tobjet des § 2-^3 conduisent ä des conséquences intéressantes que 
j'ai indiquées dans les Comptes Bendus des Séances de VAcadémie des Sciences 
(Séance du premier mai 1882). 



II. Bur les fonctions unif armes d^un point analytique (x, y). 

4. Soit 
(6) Fiz, y) = 

une équation algébrique irréductible representant une courbe d'ordre m 
et de genre p. Je suppose que, par une substitution linéaire Ton ait 
fait en sorte que le point a; = cx) ne soit pas un point critique pour la 
fonction algébrique y de la variable x; alors, quand x crott indéfiniment, 

le rapport ^ tend vers m valeurs finies distinctes c^ c^, . . . . c^. 

J'appelle, comme il est d'usage de le faire, point- analytique (rr, y) 
le systéme formé par une valeur quelconque attribuée ä a; et par une 
des m valeurs correspondantes de y. Une fonction de la variable x sera 
dite fonction uniforme du point analytique (rr, y) si cette fonction reprend 
la mérae valeur lorsque le point (rr, y) décrit un cycle quelconque. 
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Soit (flf, b) un point analytique noii critique; j'appclle domaine (7 du 
point (a-y b) rensemble des points analytiques que peut atteindre le point 
{Xf y) en partant du point (a, b)^ r restant assujetti a la condition 

mod. {x — a) ^ S. 

Si le point a est a Tinfini on remplacera dans cette definition .r — a par — 

Soit (a, b) un point critique; les valeurs de y qui deviennent égales 
a b pour x ^^- a se partagent en un certain nombre de systornes circulaires. 
J'appelle domaine i) du point (a, b) relafif a nn de ces sysfémes circidaires 
Tensemble des points analytiques que peut atteindre le point (.r, y) en 
part4int de {a, b) avec une des valeurs de y appartenant ä oe systéme 
circulaire, x restant assujetti h la condition 

mod. (x — a) ^ o. 

5. Påles et points singuliers essentids. — Soit (flf, b) un point analy- 
tique non critique; il existe un domaine d du point {a, b) dans lequel 
il n'y a pas de point critique. Une fonction uniforme /'(.r, y) du point 
analytique (.r, y) sera, dans ce domaine, une fonction uniforme de x. Si 
cette fonction uniforme de x est réguliere au point a, nous dirons que la 
fonction f{Xy y) du point analytique est réguliere au point (a, b). Si, au 
contraire, cette méme fonction uniforme de x admet le point a pour pole 
ou pour point singulier essentiel, nous dirons que le point analytique 
(a, b) est un påle ou un point singulier essentiel de /*(.r, y). 

Lorsque la fonction /*(./*, y) est réguliere au point {a, b), Ton a dans 
un certain domaine (7 < (7 de ce point 



v=oc> 



/(,, y) = l AM - .>■ ; 



v = 



lorsque le point (a, b) est un pole de f{Xy y), Ton a dans un certain do- 
maine ff <d de -ce point 



v=x 



/(«», y) = 2i'^''('^~^)'^ 



v=--« 



le nombre positif entier a est appelé degré du pole (a, b) et le coefficient 

Acta mathematka. I. |5 
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A_i résidu relatif a co polc. Enfin, lorsque le point {a, b) est \m point 
singulier essentiel de la fonction /*(.r, y) et qii'en outre il existe un do- 
maine o <d du point {a, b) dans lequel il n'y a plus ni p61es ni points 
singuliers essentiels, on a, dans ce domaine d' 



/(•*•. v) = 2^ >iv(.^ — «)' ; 



V= — oo 



dans ce oas, le point singulier essentiel sera dit point singuUei' essentid 
isolé, et le coefficient A._^ sera appelé résidu de la fonction f(jr, y) relatif 
au point (a, b). 

Dans les definitions précédentes il faut remplacer {x — a) par - 

X 

quand a = cx). 

Supposons inaintenant que (a, b) soit un point critique de la fonction 
algébrique // de r et considérons un systéme circulaire de q racines 
yp ^2 ••••!/? se perinutant autour de.ce point. Si Ton fait 

(7) « = a + x\ 

ces q racines sont, dans un certain domaine du point (a, />) relatif au 
systéine circulaire considéré, représentées par le meine développeinent en 
serie 



V= QO 



(8) y = ^ l^" 



v = 



Reinpla9ons, dans la fonction f{Xy y\ x et y par les expressions (7) et 
(8); /*(.r, y) deviendra une fonction de la variable x' uniforme dans un 
certain domaine du point x' — 0. Nous dirons que la branche de la 
fonction f{Xj y) relative au systcme circulaire considéré est réguliére au 
point {(ij b)j admet ce point pour påle ou pour point singulier essentiel 
suivant que la fonction uniforme de x' que nous venons de définir est 
réguliére au point x' = O, admet ce point pour p61e ou pour point sin- 
gulier essentiel. 

Lorsque la branche considérée de la fonction f{x^ y) est réguliére au 
point (a, />), on a, dans un certain domaine du point ^r' = O 
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W= QO 



fi^^ y) = 2i"^^''» 



v = 



lorsque le point (a, b) est un pöle pour cette branche, on a, dans un 
certain domaine du point x' = O 



W=i +00 



/(•*•> 2/) = ^ ^w^'^ 



v— -a 



le nonibre entier positif a sera appelé degré du pole, et le produit qA_^ 
sera appelé résidu de la branche considérée de la fonction relatif au pöle 
(a, b). 

Lorsque le point {a, b) est un point singulier essentiel pour cette 
branche de la fonction f{,i', y) et qu'en outre il existe un domaine d du 
point (a, b) relatif au systerne circulaire considéré tel (jue, dans ce do- 
maine, il n'y ait plus ni pöle ni point singulier essentiel de f{Xj y\ on 
a, pour cette branche, le développement 



J/=3 -j-OO 



f^^^ y) = 2i ^^' 



V=; — QO 



valable dans un certain domaine du point x' = 0. Dans ce cas le point 
(a, b) est appelé point singulier essentiel isolé pour la branche considérée, 
et le produit qA,^ est appelé résidu relatif a ce point. 

Il faut remarquer que, si dans les développemcnts précédents suivant 

les puissances de x\ on remplace x' par sa valeur (.r — a)i tirée de (7), 
le coefficient de est précisément A_q. Nous introduisons le facteur 

«B "~^ CL 

q dans la definition du résidu pour donner aux théorémes un énoncé 
general s'appliquant a la fois aux points critiques et aux points non cri- 
tiques. 

Fonctimis ayant un nonibre flni de imlnts singnlters. 

6. On a d*abord le théoréme suivant: 

Une fonction uniforme du point analytique (x, y) qni na d^autres points 
singidiers que des påles est une fonction rationnelle de x et ;//. 
(Voir Briot, Théorie des fonctions abéliennes, Note B.) 
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7. Voici mainteiiant la gcnéralisation du tliéoreine I § 1. 

Théoréiiie IV. Soit f{pCy y) une fondhn uniforme du point afialj/tique 
{^'y y) ttyant un nomhre fint de points singuliers {a^, h^), (a.^, h^^ . . . . (a^, h^ 
et soient R^, i?.^, . . . . i?„ les résidus relatifs ä ces points; soit de plus dans 

un ctrtain domaine du point anahjtique {x = co, lim ^ = c^) 

X 

/(•«, 2') = S^**'^v. (Ä=l. 2 m); 



V=s — OO 



on a la relation 

(9) A? + A? + ,..+AT^=^R^+n,+ ..,, + lin. 

Pour déniontrer cette relation, il suffit d'appliquer le théoréme I a 
la fonction uniforme de x 

/iW =/(•». Vi) +f{^- y%) + — +/(«, y»*), 

Uv Vi^ ' • - ' tim désignant les m valeurs de y qui répondent ä la valeur x. 
Il est evident que /^(.r) est une fonction uniforme de x ayant les n 
points singuliers a^ a^, .... a„. Supposons, pour prendre le oas le plus 
general, que le point singulier (a^, h^ soit un point critiquc autour duquel 
se permutent q racines y^, y.^, - - > - y^> On a, dans un certaiir-domaine 
de ce point, 

W=+ao y 



/(•«. Vi) = 2i'^'*'^**^~"^*^^ ' 



V=^ — QO 



désignons par co une racinc primitive de Téquation binome 

Si la variable x Fait le tour du point a^, y^ devient y^ et (x — a^y est 
multiplic par co; donc 

v=+oo ^ 

On a de méme 



V=3 00 



j/ = + .X 



/(•*^. ^3) = 2i ^'='^'''''''^''-' "■"*)' ' 



yc* — oe 
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et ainsi de suite jusqu'ä 



V SS QO 



Si nous faisons la soinme de ces q développements 

/(•«, Vi) +/('^s 2/,) + — +/(-<^, y?). 

nous voyons quc les tcnnes qui contieniient (x — a^) élevé ä une puis- 

sance fractioiinaire disparaissent et que le coefticicnt de est q?^^q, 

^ — a* 

c'e8t a dirc le résidu JB^.. Ainsi la fonction uniforme /J(.r) adinet le point 
singulier a^t avee le rcsidu M^, 

D'autre part dans le domaine du point oo on a 

k — m y 1- -f * 



/,w=EE'''"l^ 



k-=\ j/=— ac 



le coefticient de - dans ce développement est 

^1" + 4=' + .... + ^r^ 

Done en appliquant a la fonction f^{x) la relation (1) on obtient 
préciscment la relation ä demon trer (9). 

Remarque I. Si une fonction uniforme du point (r, y) qui a un 
nombre fini de points singuliers n'a pas de points singuliers a Tinfini et 
devient en chacun des m points analytiques éloignés indéfiniment inlini- 

ment petite de Tordre de — ou d'un ordre supérieur, la somme des ré- 

X 

sidus de cette fonction est nuUe. En efFet,.dans cette hypothése, les m 
nombres A^i^y A^i\ .... A["'^ sont nuls; donc 

R, +n, + + 1?» = 0. 

Remarque II. Dans le cas particulier ou la fonction /*(r, y) est ra- 
tionnelle en x et ?/, la relation (9) est Fexpressioi? analytique de ce théoréme 
de Riemann que la somme des rcsidus logaritlnniques de Tintégrale d'une 
fonction algébrique est nuUe. 
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8. Avant de poursuivre cettc étudc, rappelons quelques propriétés 

des intégrales Abélieimes dont il sera fait usage plus loin. 
Désignons par 






(10) u^^\x, y) = I fi{x, y)dx (i = 1, 2, . . . . />) 

les 2^ intégrales Abcliennes normales de preniiére espéce, et par 
S (Wj, W3, . . . . Uj) ou plus simplement 0(^u,) une des fonctions corres- 
pondantes. 

L'intcgrale Abélienne normale de troisiéme espece qui admet les 
deux points critiques logarithmiques (c, ly), (c, r/) est 



ou 



k=p-l 



hi = Ci-^ uW(xt, y,), (t = 1, 2, ... . !>), 



k=l 



les (p — 1) points (x^y yj, (^r,, yj, . . . (i^^_i, y^._,) étant arbitraires. La 

fonction fl^\\' ne dépend en aucune fa^on du choix de ces {p — 1) points. 
(Voir: These présentée a la Faculté des Sciences de Paris par M. Emma- 
nuel le 5 juillet 1879, p. 21 et suivantes.) 

La dérivée de Tintégrale de troisiéme espece JI^\ \* par rapport a f 
est indépendante de (c, r/) et des {p — 1) points (,/*j, yj, (x^, y^), .... 
(•^/>-i> Vp^i)' Désignons cette dérivée changée de signe par Z(c, rf): 

(11) /(c,,)- ^^»--.Log ö[- u^\^. ,) + H 

Cette fonction Z(f, yj) est Tintégrale Abélienne normale de seconde espéce 
qui est finie pour toutes les valeurs de {Xy y) excepté pour x =^ ^^ y = 7j\ 
en ce point elle devient infinie du premier ordre et son résidu est egal 
a Tunité. Cette méme fonction Z(f, rj) est une fonction rationneUe du 
paramétre (f, tj) ayant pour påles les points critiques et les points (./', y) 
G^ (i^^o' Vo)^ ^^^ derniers avec des résidus — 1 et +1. Cela résulte de 
la forme du second. membre de Téquation (11) ou du théoréme sur 
Técliange du paramétre et de Targument dans les intégrales de troisiéme 
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espéce. (Voir Clebsch et Gordan, Theorie der Abelschen Functionen 
p. 120 et suiv.). Je rappelie enfin que la fonction Z(f, rf) du point 
(Xy y) adinet p périodes qui sont 

la fonction if^ étant la fonction rationnelle qui figure dans Toxpression (10) 
de Tintégrale de premiére espéce ?f^*^(.r, y). 

Gette fonction Z(f, yj) joue dans les recherches suivantes sur les fonc- 
tions du point analytique (r, y) le meine role que la fonction 

1 ] 



X — ^ x^ — 



dans los recherches sur les fonctions uniformcs de x, (§ 1, 2 et 3.) Si 
Ton désigne par ly^ ^j, . . . rj^ les m valcurs de tj qui répondent ä une 
valeur attribuée a c dans Téquation jP(c, yj) = O, on a 



Si le point (f, oy) coincide avec un point critique, les théorémes pré- 
cédents subissent des modifications que je n'indiquerai pas ici. 

9. Soit B{x, y) une fonction rationnelle de x et y; la formule de 
Roch analogue ä la formule de décomposition d'une fraction rationnelle 
en fractions simples (Journal de Crelle, t. 84, p. 294) s'obtient immé- 
diatement en appliquant le théoréme IV (relation (9)) a Ta fonction ra- 
tionnelle de (c, 7j) 

(12) Bil ri) . Z(c, rj). 

Je vais le montrer ici en supposant pour plus de simplicitc que la fonc- 
tion i2(.r, y) soit réguliére aux m points analytiques éloignes indéfiniment 
et en tons les points critiques. Soient alors 

(ttj, fej), (a,, fe;), . . . . (a„, 6„) 

les n påles de R(x, y), le p61e {a^, h^) étant d'ordre s^. Dans iin certain 
domaine du point (äf^, ft^) on a 



120 



R{x, y) = 
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^\' 



(« 



X 



+ 



A^P 



a t (x—Ut) 



^ "t" • • • • "t" 



'—y + B['' + B\'\:r - a,) + . . . . 

{x — a^t) * 



Cela pose, la fonction rationnelle (12) do c et oy admet les n poles 

{^kj K) ^^c R{Sj ^)> ^t lös poles de Z(f, tj) qui sont les points critiques et 

les points (x, ?/), (;r^, ?/^). Le résidu de la fonction (12) rolatif au pöle 

{ot, b,) est 

(*) 



,(*) 



A) 



en désignant par Z^'\a, b) la dérivée d'ordro s de Z(c, ij) par rapport ä 
f dans laquelle on a remplacé (f, oy) par {a, b). Le rcsidn de la fonc- 
tion (1 2) relatif au pole (r, ?/) est — i?(.r, ;/), et le résidu relatif au pöle 
{Xqj ?/o) ^st i?(rro» ?/o)« La fonction Z(c, ly) a encore des polos aux points 
critiques, mais les résidus correspondants sont nuls, car Tintégrale 



(13) 



fZ{l 7!)d$ 



reste finie aux points critiques. De plus la fonction rationnelle (12) est 
réguliére aux m points analytiques ä Tinfini et elle est en chacun de 

ces points infiniment petite de Tordre de - , car Tintégrale (13) reste 

finie a Tinfini. Donc, d'npres la remarque I du § (7) la somme des 
résidus de la fonction (12) est nulle; ce qui donne la formule de Roch 

(14) Itu, y) = R{x, , J/J + ^ [^i'^Z(a,, h) + . . + ^2„(i',-l) ^''^''V^*, h)j 

Puisque le second membre de cette formule est une fonction rationnelle 
de X et y, ses périodes sont nulles; ce qui donne les p relations connues 



(15) 



ou 



^A[%{a,,h,] 



I (i) 



) + Arf\{ak,b,) + ,, + 



A?' 1 



1.2..(«x — 1) 



.p^-V, M -O 



i = 1, 2 .... p. 



Ces relations (15) peuvent d'ailleurs étre démontrées directement en ap- 
pliquant le théoréme IV du § 7 aux p fonctions rationnelles 
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■R(f, ?V<(f, V)^ i = 1, 2 .... p. 

» 

10. Proposons-nous maintenant de trouver Texpression la plus géné- 
rale d'une fonction uniforme f{Xy y) du point analytique (Xy y) partout 
réguliére excepté au point singulier essentiel (a, h). 

Dans un certain domaine du point singulier (a, h) on a 

(17') n^,y) = ^-^.- 

Considérons la fonction du point (^, 57) 
(16) fil vm rj) ; 

cette fonction admet un point singulier essentiel a savoir le point (o, b) 
et le résidu relatif a ce point est egal a 



VE=oc 



Eo^^)^'-"'«. '>^ 



1.2...(v — 1) 
tel est en effet le coefficient de dans le développement de la fonc- 

z — a 

tion (1 6) suivant les puissances de (f — a). Cette méme fonction admet 
les p61es {Xy y) et (o?^, y^) avec les résidus — f{xy y) et f{x^y y^,); elle 
admet aussi pour pöles les points critiques avec des résidus nuls; enfin 
elle devient aux m points analytiques ä Tinfini infiniment petite comme 

-. En appliquant ä cette fonction (16) le théoréme IV, Remarque I, 
on a 

(17) fix, y) =fix„ y,) + ^ IXT^^^ ^'''" V. h). 

ysst I 

Telle est Texpression cherchée de la fonction f{x, y). La serie qui sert 
ä définir la fonction (17) est convergente tant que le point analytique 
(rr, y) est distinct du point (a, b). En effet quand le point {Xj y) est 
distinct du point (a, h) on peut toujours développer la fonction (16) en 
une serie ordonnée suivant les puissances de (f — a) convergente dans 
un certain domaine du point (a, b). Dans ce qui suit nous désignerons 
par G{Xy y \ Qy b) la fonction uniforme la plus générale du point {Xj y) 

Aeta mathematica. I. \Q 
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qui adinet un seul point singuHer, a savoir le point singulier essentiel 
(a, 6); une pareille fonction est représentée par la serie (17). 

Dans les raisonnements précédents on a supposé le point (a, b) dififé- 
rent d'un point critique. Dans le cas ou le point (a, b) coinciderait avec 
un point critique autour duquel se permutent q racines formant un sys- 
téme circulaire, on ferait d'abord la substitution 

f = a + f^ 5 = * + 5'; 

et on égalerait ä f{xy y) — ((x^y y^) le coefficient de j-q ^*"s ^^ développe- 

ment de la fonction (16) suivant les puissances de ^. 

Les coefficients A^^ A^ . . . . Ä^ qui figurent dans les développements 
(17) et (17') satisfont aux p relations suivantes: 



VBOO 



y^i''^\x^ y) désignant la dérivée d'ordre {y — 1) de ^<(a:, y) par rapport a 
X. Les relations (18) résultent de ce que les périodes de la fonction (17) 
sont nulles; on les demon tre directement en appliquant le théoréme IV, 
(Remarque I) aux p fonctions 

/(«, y) ' H^i y\ (* = 1, 2, — p), 

11. Les considérations employées dans le paragraphe précédent per- 
inettent d'obtenir de la méme fayon Texpression la plus générale d'une 
fonction uniforme du point analytique {x, y) admettant les n points sin- 
guliers (äj, fcj, [a^, fej, . . . (a„, ft„). Nous supposerons, pour plus de 
simplicité, que ces n points sont a distatnce finie et qu'aucun d'eux ne 
coincide åvec un point critique. Soit f{Xy y) la fonction cherchée; dans 
un certain domaine du point singulier (a^^, b^y cette fonction est dévelop- 
pable en une double serie de la forme 

(19) /(^, y) = y ; ^• 

Oonsidérons la fonction uniforme du point (f, rj) 

(20) m v) • ^ff> 7)- 
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Cette fonction admet comme points singuliers: 1°) les n points (a^, bj) 
comme points singuliers essentiels, 2°) les deux points '(Xj y) et {x^^ y^) 
comme p61es, 3°) les points critiques comme p61es. Le résidu de la fonc- 
tion (20) relatif au point {a^, h^ est 



yaeo 

|(*) 



So4^-^-"<«"''>^ 



1. 2. .(1.-1) 



les résidus de cette méme fonction relatifs aux poles (rr, y) et {x^^ y^) 
sont — f{x^ y) et fix^^ ij^\ enfin les résidus relatifs aux points critiques 
sont nuls. Comme on peut appliquer ä cette fonction la remarque I du 
théoréme IV, on a la relation 



*-nv.co ^^^ 



(21) f{x, y) =/(«.„ ^o) + ^ ^ 1.2.^i^-l) ^'^'''^^^- **^' 






ce qui donne Texpression cherchée de la fonction f{xj y). On voit que 
cette expression est de la forme 



Jb«n 



/(«» ?/) = 2^ö*('«, V \<^ki M, 



4: = ! 



les fonctions G^ étant des fonctions telles que (17). 

Les coefficients -4i*^(Jl}'J;:;i) satisfont aux p relations 






que Ton obtient en appliquant encore le théoréme IV aux p fonctions 

/*(«> y) • p<(«, y), (i = 1, 2, . . . 2>). 

12. L'on peut généraliser les théorémes exposés dans les § 2 et 3 
de la fa9on suivante. 

Voici d'abord la généralisation du théoréme de Cauchy sur le 
développement d'une fonction de x holomorphe dans Tintérieur d'un cercle 
de centre a en serie ordonnée suivant les puissances ascendanfes de (x — a). 

Théoréme V. SoU {a, b) un point non critique et d un nomhre positif 
td que dans le domaine d du point (a, b) il n'y ait pa$ de point critique; 
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soH de plus f{Xy y) une fonction du point analytlque (o:, y) uniforme et ré- 
guliére en tous les points andytiques situés €fl dehOTS du domaine d du 
point (a, b). Cette fonction est développable en une serie de la forme 



WsiOO 



(23) f{x, y) =fix„ y.) +^ A,Z^'-'\a, b) 



V-1 



convergente en tous les points analytiques extérieurs au domaine d. 

En effet, soient {Xy y) et (a;^, y^) deux points analytiques situés ä 
Textérieur du domaine d du point (a, 6); considérons un domaine p du 
point {Xj y) et un domaine p^ du point {x^y y^) n'empiétant pas Tun sur 
Tautre ni sur d et ne contenant pas de points critiques. L'on a Téquation 

(24) y/(f , ,) . Z(f , ,)df +//(f , 7) • ^(f . 7W +y/(f, 7) • ^(f » 7)^f = O, 

les indices pj p^j d indiquant que les intégrales qui en sont affeetées sont 
prises dans le sens positif sur les circonférences limitant les domaines 
Py Pq et d. Pour démontrer Téquation (24) tra9ons dans le plan des x 
les lacets de premiére espéce et les m circuits. (Voir Briot et Bouquet, 
Théorie des fonctions elliptiques, p. 180, fig. 58.) Nous pouvons toujours 
tracer ces lacets et ces circuits de fa9on qu'ils ne pénétrent pas dans les 
domaines />, p^y dy et que ces trois domaines soient dans Tintérieur de la 
circonférence des circuits, Cela pose, prenons Tintégrale 

(25) //(f, 7)Z(f, ,)df 

sur le contour fermé constitué par la droite o/, la circonférence du circuit 
dans le sens positif (le sens de la fléche sur la fig. 58), la droite lOy et 
enfin la suite des lacets . . . a^, a^y a^, a^ jusqu^au point 0. Comme ön 
peut parcourir ce contour fermé en prenant successivement au départ 
chacune des m racines rj^y ly^, . . . . ly^ correspondant a la valeur initiale 
de f, Ton obtient m valeurs de Tintégrale (25) sur le contour indiqué; 
je dis que la somme de ces m valeurs est nuUe. D'abord, dans chaque 
intégrale, la partie relative ä la circonférence du circuit est nuUe, car ä 
Textérieur de cette circonférence chacune des branches de la fonction 
intégrée est holomorphe et développable en une serie convergente de la 
forme 
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y^ -■ 



puis, les portions d'intégrale relatives aux droites ol et lo se détruisent 
Il reste donc a iiKjntrer que la somme des intégrales prises sur les lacets 
est nuUe; or cela résulte de ce que la somme des q intégrales relatives 
aux q lacets d'un systéme circulaire de q racines se permutant autour 
d'un point critique est égale a zéro. (La demonstration est la méme que 
celle que donnent M.M. Briot et Bouquet pour Tintégrale d'une fonction 
rationnelle, voir Théorie des fonctions elliptiques p. 174.) Il est d^ailleurs 
evident que la somme des m valeurs considérées de Tintégrale (25) est 
égale au premier membre de Téquation (24); donc ce premier membre 
est nul, et la relation (24) est démontrée. La premiére des intégrales 
(24) est égale a 

la deuxiéme a 

On a donc Téquation 

(26) fix, y) =/(«,, !/o) + o^. //(f, 7)^(^ ?)dc, 



i.y>(^ v)Zi 



2m 

qui est une équation fondamentale pour la théorie des fonctions d'un 
point analytique. Dans le cas present la fonction Z(f, iq) du point (f, ly) 
est une fonction holomorphe de f dans un domaine ff > d å\x point (a, 6) ; 
elle est donc développable dans ce domaine en une serie uniformément 
convergente par la formule de Mac-Laurin 



y= 00 



(27) Z(c*,,)=^^|-2^.Z<'V, 6). 



v=0 



Portant ce développement (27) dans la formule (26) on a la formule a 
démontrer (23) dans laquelle 



(28) A. = 2- 



■/' 



1 3. Le théoréme V démontré dans le § précédent peut étre généra- 
lisé de la fa9on suivante. 
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Théoréme VI. Soient (a^ ft,), (a,, b^\ .... (a^, 6„) rfes points non 
critiques et d^, d^^ . . . . d„ des nombres positifs tds que, dans le domåine dt 
du point {a^, b t), il ny ait pas de point critique; soit de pltis f{x, y) une 
fonction du point analytique [x^ y) uniforme et réguliére en tous les points 
analytiques situés a la fois €71 dehors de tous les domaines å^ des 
points '{at, b^). Cette fonction est dévdoppahle en une serie de la forme 

(29) f(x, y) =/(«„ yj + ^ ^ A':'Z''-'\a,, h) 

convergente en tous les points analytiques extérieurs ä la fois ä tous les 
domaines d^. 

La demonstration de ce théoréme est en tout semblable a la précé- 
dente et repose sur Téquation 





k^n 



(30) I /{$, 7j)Z($, ,)if + i /(f, ,)Z(f, ri)d$ +^ i /(f, 7)Z(f, 7)df = O 






qui est analogue a Téquation (24) et que Ton établit de la méme fa9on. 

Ces développements en serie conduisent, pour les fonctions d'un point 
analytique (x, y) a des conséquences analogues ä celles que j'ai indiquées 
pour les fonctions d'une variable x. (Coraptes Rendus des Séances de 
TAcadémie des Sciences de Paris, Séance du 1" Mai 1882.) Je me ré- 
serve d'étudier cette question dans une autre circonstance. 

14. Fonctions ayant une infinité de points singuliers. — Voici, pour 
ces fonctions, la généralisation du théoréme de M. Mittag-Leffler. 

Théoréme VII. Soient une suite de points analytique tous différents 

(«n K)^ (S^ ^i)i • • • • (^»'i ^v), .... 

tels que 

lim (ov, by) = (a, 6), (v = oo); 

soienty ét autre part 

une suite de fonctions rationnelles de x et y ne devenant infinies respective- 
ment q^iaux deux points {a^y b) et (a, b); il existe une fonction uniforme 
0{Xy y) du point analytique {x, y) n ayant et autre point singuJier essentid 
que le point {a, b) et admettant pour påles les points (a^, b^) de télle fa^on 
que la différence 
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Oi^. y)—M^. y) 

soU régidiére au point (ö^, 6^,). (') 

Supposons que le point (a, 6) ne coincide pas avec un point critique. 
Soit e un nombre réel positif moindre que Tunité, et d un nombre po- 
sitif tel que dans le doraaine d du point (a, h) il n*y ait ni un point 
critique, ni le point initial arbitraire {x^, y^) limite inférieure des inté- 
grales Z. 

Les points (a^, \) situés en dehors du domaine ed du point (a, h) 
sont en nombre fini; parmi ces points se trouvent d'ailleurs les points 
(a„ 6,) qui colncident avec des points critiques. Formons la sorame des 
fonctions f^{x^ y) en nombre fini correspondant a ces pointe (a^, h^) situés 
en dehors du domaine ed et désignons cette somme par V\{x^ y). 

Considérons maintenant les points (a^, h^ en nombre infini situés 
dans le domaine ed du point (a, 6); dans ce qui suit nous désignerons 
plus spécialement ces points par (a^, h^ et par fj^x^ y) les fonctions ra- 
tionnelles correspondantes. Nous allons montrer qu'il existe une fonction 
W{Xj y) possédant a 'Tégard de ces points la propriété indiquée par le 
théoréme. Pour avoir alors la fonction cherchée 0{Xy y), il suffira de 

prendre 

0{x, y) = iP;(aj, y) + ¥(x, y). 

Avant de commencer la demonstration, il importe d'abord de former 
l'expression analytique de la fonction rationnelle donnée /^(a:, y) qui a 
un pöle au point (a^, b^) et un autre pöle au point (a, b). Supposons 
que le dét^rminant 

f,(öt, b) f\{a, b) ^l'(öt, b) . , 



J (a, b) = 



f),(a, b) y?i(a, b) ^i^a, b) . . 



^p{a, b) fp(a, b) fp(a, b) . . 



<p['''\a, b) 
9'r'\a. b) 



.(p-i) 



. 9p\<^. b) 



C) Lors d'une visite que j'ai faite k Berlin au mois de Juillet de Tannée 1882, 
M. Weierstrass m^a appris qa'il était depuis longtemps eo possesBioo de ce théoréme et 
d^autres dans le méme genre. Un mémoire du grand géoméire sur les fonctions que M. Appell 
nomme fonctions uniformes d*un point analytique, parattra prochainement dans les ]>Acta». 

Le rédadeur en chef. 
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soit différent de zéro. Dans le doraaine du point (a^,, h^ la fonction ra- 
tionnelle fj^x^ y) est développable en une serie de la forme 

/'(«'. y) = , — V + ; — ^V=i +•••• + ^r-4- + ^S" + . . . . 

^i"', ^^"'j .... ^^"J étant des constantes connues. Posons alors 

(31) Ux, y I f, 7) = .JrZ(f , 7) + aVz\^, 71)+....+ ^ g "'_ Z<"--'(f , ,) 

+ B!^'^Z{a, b) + Éi^Z'{a, b) + . . . . + B^;^Z^'-'\a, b), 

les nombres Sj'', Bj"', .... BJT' étant déterininés par les p équations du 
premier degré 



(32) 



M^fKa. i) + M'V>, b)+ ....+ Biyi'-'\a, b) 

+ ^iVf, 7) + ^2V*(f 7) + • • . . + i.2..(«[-l) ^''''""^^' '^^ " ^ 

1 = 1, 2, . . . . j? 



équations qui expriment que la fonction ^^(a:, y | f , ly) est rationnelle en 
X et y. Ces équations (32) donnent pour B^i\ B^^\ • • • • -^i"^ ^^s expres- 
sions linéaires par rapport aux fonctions 

ces coefficients B^i\ B^^\ .... B^^^ sont donc des fonctions rationnelles de 
(f , 7J) fCayant ctautres påles que les points critiques. En renipla9ant ces 
coefficients par leurs valeurs dans Texpression (31) on obtient pour 
^y(^> y \ ^y v) ^"® fonction rationnelle de o? et y n^ayant d'autres pöles 
que les points (f, rj) et (a, &); cette méme fonction <p^{X'y y \ ^y yj) est une 
fonction rationnelle de (f, tj) n'ayant d'autres pöles que les points critiques, 
le point {Xj y) et le point {x^y y^). La différence 

est une fonction rationnelle de (r, y) réguliére au point (a^, b^) et n'ayant 
plus que le p61e (a, 6); en désignant cette différence par g^{Xy y) nous 

aurons 

^y(», y I a,, 6v) =/v(«, y) — flry(«, y)- 
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Cela pose, soient 

w| • 6a * • « • • 6y • • • • > 

des norabres positifs dont la somme est finie, et soit (f , rj) un point situé 
dans le domaine så du point (a, b). Pour toutes les positions du point 

analytique (rr, y) situées en dehors du domaine - mod (f — a) du point 

(a, b) la fonction ^/ic, y | f , ^) est développable en une serie convergente 
ordonnée suivant les puissances a^cendantes de (f — a). En efifet, cette 
fonction ^^(x, y \ $, rf) est une fonction holomorphe de f dans le domaine 
eå du point (a, b) si le point {x, y) est situé en dehors du domaine d de 
ce point, ou dans le domaine s.mod {x — a) du point (a, h) si le point 
(ir, y) est situé dans le domaine d de ce point. Donc, si Ton fait, en 
particulier, (f, tj) = [a^j b^), on voit que, pour toutes les positions du 

point analytique situées en dehors du domaine - . mod (a^ — a) du point 

(a, b)j la fonction <p^{x, y \ a^^ b^ est développable en serie convergente 
ordonnée suivant les puissances ascendantes de a^ — a. Soit cette serie 



mc: 00 



(33) ,j>M y I flv, K) = Y (a, - o)'". /:>(«, y); 



m«bO 



les coefficients Å^{xy y) sont des fonctions rationnelles de x %ty admettant 
le seul pöle (a, 6). En efifet d'aprés la serie de Taylor 



!(>'),' - 1 



C(«^, y) 



1 . 2 ... 771 



dr 



(f, 7) = («> fr); 



la dérivée — ' — '-— est d'aprés la composition de if)^ une fonction 

rationnelle de {x, y) ayant pour p61es les deux points (f, yj) et (a, 6); 
donc le coefficient )^^{x^ y) obtenu en rempla9ant dans cette dérivée 
(f, yj) par (a, fc) n'a plus qu'un pöle, ä savoir le point (a, b). Si nous 
posons 



•B^Wl^ 



(34) /»,(«, y) = ^ (a. - o)"'i5:V, !/) 



m»0 
il«<a mafAemaHea. I. 17 
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cette fonetion h^(xj y) posséde la méme propriété d'avoir pour seul pölc 
le point (a, h). En écrivant la serie (33) 



meao 



m=iny +1 

on peut déterminer le nombre m^ de telle fa9on que pour toutes les 

positions du point (rr, y) situées en dehors du doraaine - mod (a^ — a), 
le module de 

maoo 



2^(av— a)*"^^», y) 



m—m^ +1 



soit au plus egal a s^. Faisant alors 

*v(«, y) = ^w(«, y \<^y, K) — K{x, y) 
= /v{«, y) — fl^X«, y) — ^(«, y) 

la serie 

^^' ») = J <Pw(«i y) 

est absolument convergente et fournit la fonetion cherchée W{Xy y). 

En effet, soit (a:, y) une position quelconque du point (x^ y) différente 
des points (a^, 6^) et du point (a, h). Il existe un entier v' tel que pour 
v^v' le point {Xy y) soit constarament situé en dehors du domaine 

- mod (a^ — a) du point (a, ft). Les points {a^^h^ dont Tindice est moindre 

que v' sont en nombre fini, et par suite la somme des fonctions 0^{Xy y) 

relatives a ces points est finie; quant aux points (a^, b^ tels que u^v' 

leur nombre est infini, mais, d'aprés ee qui précéde, on a pour tous ces 

points 

mod 0^{x, y)^Cv, 

et la somme des modules des fonctions 0^{Xy y) correspondantes est encore 
finie. 

La différence H\Xy y) — fj^x^ y) est réguliére au point (a^, h^ d^aprés 
la forme méme des fonctions (P^(a?, y). 



Su^ les fonotioDS uniformes d'uo poiot analytique {x^ y). 131 

Nous avons supposé plus haut que le déterminant J(a, b) est diffé- 
rent de zéro. Si ce déterminant est nul, on reinarque que Tun des dé- 
terminants 



Ma. b) := 



.(*)i 



.(*+i) 



^r(a, b) <pr'\a, 6) . . , . ip\ 



(*+;»- 1) 



.(*) 



X*+i) 



9T(a, b) fr'\a, b).... ^V 



(*+p-i) 



(a, b) 



• » • • 



.<*) 



a+p-i) 



y;r'(a, 6) 5.)f^"'(a, 6) . . . . ^^^^'-"(a, 6) 



ou k prend successivement les valeurs 1, 2, 3 . . . . etc., est diflférent de 
zéro. Car si tous ces déterminants étaient nuls, la fonction rationnelle 

Cifi(«, y) + C,f,(ic, y)+ + Cpf>p(x, y) 

oii Cj, C,, . . . . Cp sont des constantes convenables, s'annulerait au point 
(a, J) ainsi que toutes ses dérivées; ce qui est impossible. Alors si 
^^(a, 6) ^ O, il suffira, dans ce qui précéde de remplacer ^^{x y | f , ^) par 
la fonction 



.(v)/ 



iC") 



ÄrZ{$, rj) + ^''^ZXc, ?)+....+ 



A":' 



V(«v-1) 



1.2..(wv— 1) 



(f , 7) 



+ EVZ^'\a, b) + At^Z^*^'^, 6) + . . . . + B^^Z^^-^^^-^^a, 6); 

la suite du raisonnement est identique. 

15. Dans un prochain mémoire j'indiquerai la décoraposition en 
facteurs primaires d'une fonction uniforme du point (ic, y) ayant un seul 
point singulier essentiel et n'ayant pas de pöles. J'indiquerai en méiue 
temps quelques théorémes sur les fonctions uniformes doublement périodi- 
ques a points singuliers essentiels, théorémes qui se déduisent des précé- 
dents dans le cas de ^ = 1. (Vöir au sujet des fonctions doublement 
périodiques a points singuliers essentiels une Note de M. Picard, Comptes 
Rendus des Séances de TAcadémie des Sciences, tome LXXXIX p. 852, 
et une Note que j'ai publiée récemment dans les Comptes Rendus de la 
Séance du 3 Avril 1882.) 

Klingenthal 2 Septembre 1882- 



SUR LES FONCTIONS UNIFORMES D'UN POINT 
ANALYTIQUE {x, y). (Second mémoibe). 



PAB 

P. APPELL, 

Mattre de conférences å TEcole Normale. 



Le present méraoire constitue la suite d'un travail publié précédeui- 
ment sous le méme titre dans ce Journal. 11 contient la décoraposition 
en facteurs primaires d'une fonction uniforrae d'un point analytique {Xy y) 
ayant un seul point singulier essen tiel, et une théorie des fonctions double- 
raent périodiques avec des points singuliers essentiels. Je conserverai dana 
ce méinoire les notations employées dans le premier. 



I. JDécomposltimi en facteurs prifnaires. 

Soient une suite de points andytiques tous différents 

(^n *i)^ Kl *«X • • • • (»y> M> • • • 

tels que 

limite (Oy, K) = (a, h) pour v = oo, 

et une suite de nombres positifs entiers 

ron peut former une fonction uniforme du point analytique (x, y) admettant 
pour point singulier essentiel le point (a, b) et pour zéros les points (a^, b") 
aux degres de multiplicité w^ . (v == 1, 2, . . . oo^. 
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Pour le démontrer, supposons que le poiiit {a, b) ne soit pas un 
point critique de la fpnction algébrique y de a; et que le déterminant 



4a, b) = 



^,(a, b) f\(a, b) ... ^{'-»(a, b) 
y>.(a, 6) ^'.(a, b).... ff-'\a., b) 



<p,{a, b) ip\{a, b).... fi-'\a, b) 



soit diiférent de zéro. Considérons la fonction 



(1) 



<oÅx, y I f, ,) = [^' y 



I»., 



^A,Z(a. 6)+A,r(a. 6)+ . . . +Ay'~*\a, 6) 



ou Ton désigne par le syinbole IM Texpression 



,ov R. 71 e[n(Ou, y) - n<0(f r;) + fcj g[- ^.(0(a, 6) + fe,] _ ^//If;;; 

(2) L^^ jj - -^p^^^-: r^rr-.-^-^. . .. ______ e 



y) 



ti(*)(a, h) + fe,] e[- u^O(f^ ,) ^. A^] 



Dans cette fonction (1) déterininons les coefficients Aj, A^ . . A^ de telle 
fa9on que wj^x, y) soit une fonction uniforme du point {x^ y). Pour cela 
il suffit d'écrire que cette fonction ne change pas quand le point {.v, y) 
décrit les p cycles correspondant aux p périodes de Tintégrale de deuxiénic 
espéce Z{ay b). On a ainsi les p équations 

(3) tw4tt<0(f, yj) .- n^*>(a, b)] + X,<p,{a, h) + Å,f\{a, h) + . . . + X^ip^r'^{a, ^) = ^ 

(1=1, 2, .... p). 

Déterininons Aj, A^, . . . A^ en fonction de (c, iy) par ces équations (3); si 
Ton substitue les valeurs de A,, A^, . . . A^ ainsi obtenues dans la fonction 
(1), cette fonction devient une fonction uniforme du point {x-, y) qui admet 
un seul zéro a savoir le point (f, rj) et un seul point singulier ä savoir 
le point singulier essentiel (a, b). 

Cela pose, soit d un nombre positif tel que dans le domaine d du 
point (a, b) il n'y ait ni le point initial (x^, y^ limite inférieure des inté- 
grales u^^x^ y), ni un point critique de la fonction algébrique y de x. 
Uésignons par ? un uombre positif plus petit que Tunité; les points 
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(a^, b^) qui sont situés en dehors du doinaine ed du point (a, b) sont en 
nombre fini; formons le produit des facteurs a)^(x, y \ a^, bj) correspondant 
ä ces points (a^,, bj) situés hors du doraaine eåj et designens ce produit 
par n^{x, y). Portons raaintenant notre attention sur les points (a^, 6^) 
qui sont situés dans le domaine ed du point (a, b) et qui sont en nombre 
infini; dans ce qui suit nous désignerons plus specialement ces points 
par {a^j b^). Pour toutes les positions du point (a?, y) situées en dehors 
du doinaine 



la fonction 



- mod (oy — a), 



Log öiv(a;, y I av, K) 



est développable en une serie convergente ordonnée suivant les puissances 
positives croissantes de (a^ — a): 



/iaaOO 



(4) Log iu,{x, y \ a^, *") = 2j ^^' ~~ ^^^^f"^^^' 2^^* 



;i-0 



En eflfet si le point {x, y) est en dehors du doraaine å de (a, b), la 
fonction Log ö>^(.r, y | f , rf) est une fonction holomorphe de f dans le 
doraaine d] et si le point (ar, y) est dans le doraaine (?, cette raérae fonc- 
tion est une fonction holoraorphe de f dans le doraaine e. mod [x — a) du 
point (a, b). Désignons par e^, s,, .... e^ ... . des norabres positifs dont 
la sorarae est finie; on pourra, d'aprés ce qui précéde, déterrainer un entier 

* 

/y tel que le module de la sorarae 



/tsaOO 



(5) ^ (a, - arp';\x, y) 



tl^iy+\ 



soit au plus egal a e^ pour toutes les positions du point {Xy y) situées en 
dehors du doraaine - raod (a^ — a) du point (a, b). Faisant alors 



A-'v 



(6) ^x, y) = ^ (ov -a)y;\x, y) 



;i-0 



Sar les fonctioos uniformes d'an poiot analytique (a;, y), 135 

on voit que le produit 



yaaeo 



(7) n,{x, y) = ]J wj{z, y | a„ 6.) . e-'"*'" " 



vbI 



est convergent pour toutes les positions du point (a:, y) distinctes du point 
(a, b). En effet, écrivons ce produit de la fa9on suivante 



y»ao 



2j Log w,{x, y I a, , 6v) — /.(«, y) 
(8) /7,(aj, y) = e""' ; 

soit (Xj y) un point analytique distinct de (a, h). Il existe un entier v' 

tel que pour v>v' le point (rr, y) soit en dehors du doraaine - mod(a^ — a) 

du point {a b). Alors partageons la soinme qui figure en exposant dans 
le second membre de (8) en deux parties: la preraiére composée des 
termes dans lesquels u < v\ la seconde de ceux dans lesquels v ^ v'. 
La premiére somme est finie comme composée d'un norabre fini de termes 
et la seconde est finie également, car pour v^v' on a 

mod [ Log a}y{x, y | a,, hy) —/,(», y)] ^ey. 

La convergence du produit (7) est donc démontrée. Remarquons de plus 
que la fonction ;f^(a?, y) est une fonction rationnelle de rr et y n'ayant 
d'autre pöle que le point (a, b). En effet on a, dans le développement (4), 

et les dérivées successives de la fonction 

Log (o,{x, y I f , 7) 

par rapport au paramétre f sont des fonctions rationnelles de (rr, y) ayant 
les deux seuls pöles (f, rj) et (a, b). Comme pour obtenir p^(xy y) il 
faut remplacer, dans ces dérivées, (f , tj) par (a, ft), les coefficients pJ^Xy y) 
sont des fonctions rationelles ayant le seul pöle (a, b)\ il en est donc de 
méme de la fonction j^Jx^ y). Le produit (7) définit donc une fonction 
uniforme //,(a?, y) du point analytique (o:, y) possédant a l'égard des 
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points (tfy, h^ situés dans le domaine ed du point (a, b) les propriétés 
indiquées dans Ténoncé. La fonction 

n{x, y) = n,{x, y)n,(x, y) 

est la fonction cherchée. 

La fonction la plus générale possédant les propriétés indiquées dans 
1'énoncé est 

ou G(x, y I «> ^) 68t une fonction uniforme du point (.r, y) n'ayant d'autre 
point singulier que (a, b). 

Bemarque. Si le déterminant J(a, b) est nul, Ton pourra lever la 
difficulté conime on Ta déja fait dans la généralisation du théoréme de 
M. Mittag-Leffler exposée dans le premier mémoire. Il sufFirä de rem- 
placer la fonction qui est en exposant dans Téquation (1) par 

oii k désigne un entier conveuablement déterminé. La suite de la de- 
monstration est la méme que plus haut. 



II. Sur les fonetians tmiformes douMenient périoddques å points 

singtUiers essentiets. 

Les théorémes généraux sur les fonctions uniformes d'un point ana- 
lytique (.r, y) conduisent, dans le cas particulier ou le genre p est egal 
ä 1'unité, ä des théorémes sur les fonctions uniformes doublement pério- 
diques. Je vais indiquer, pour ces fonctions, les principaux théorémes 
analogues a ceux que j'ai exposés dans les recherches précédentes sur les 
fonctions uniformes d'un point analytique. Je supposerai que les fonctions 
uniformes dont je vais m'occuper admettent les deux périodes w et a)'; 
en désignant par 0^ (u) la fonction 0^ formée avec ces périodes, je poserai, 
avec M. Hermite, 
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et 

Z< V) = ^^. 

Fonctions ayant dans %m paralläogramme des périodes un nomhre fint 
de j)oints singuliers. 

Soit f{;u) une fonction uniforme doublement périodique, ayant dans 
un parallélogramme des périodes un nombre fini de points singuliers. 

Théoréine I. La somme des résidus de f{u) rdatifs aux points singuliers 
situés dans un ménie parallélogramme des périodes est égale ä zéro. 



En efFet Tintégrale 



ff{u)du 



prise sur le contour du parallélogramme est égale a zéro en vertu des 
relations 

f{n + co) =f(u\ f{u + w') =f(u). 

Reniarque. Soit en particulier f(u) une fonction uniforme doublement 
périodique n'ayant dans un parallélogramme des périodes d^autres points 
singuliers que des p61es. La décomposition de cette fonction en elements 
simples par la formule de M. Hermite résulte de Tapplication du théoréine 
I a la fonction doublement périodique de u 

f{u)[Z{u -X)- Z(u - X,)], 

X et x^ étant deux points quelconques pris dans Vintérieur d'un paral- 
lélogramme des périodes. 

II. Erpression générale d'une fonction unifonne doublement périodique 
{{ii) nagantj dans un parallélogramme des périodes, quun point singulier a. 

Dnns un certain domaine du point a, la fonction f{u) est représentée 
par une serie de la forme 

v= 4-00 



(9) fin) = ^ 



oii ^^ = o en vertu du théoröme I. 

Soient x et x^ deux points situés dans le parallélogramme des périodes; 
considérons la fonction de w 

(10) • f(n)[Z(u-x)-Z{u-x,)]; 

Aeta mathematifa. I. IS 
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cette fonction est une fonction uniforme doublement périodique de u 
ayant, dans le parallélogramme des périodes, les trois points singuliers 
a, X et x^. Le premier point u = a est un point singulier essentiel, et 
le résidu relatif ä ce point est 

A 



J,T:YrJz''\'^ - '') - z'> - ^.)h 



v-l 



les deux autres points u = x et u = x^^ sont des pöles de résidus respectifs 
f{x) et — f(:^o)' ^" ^ donc, d'aprés le théorérae I 



yaoo 

A, 



(11) m =/K) +^Yf-y'\a - X) - Z^^Xa - xS 

En posant pour simplifier 

ysaeo 

A, 



«=/<•■> -Sob^'"''—"'-' 



y = l 

on a 

y»oo 

(12) fix) = C + ^ y:!^ ^""('^ - ^)- 



y=l 



Telle est Texpression cherchée. 

On obtiendra de méme Texpression la plus générale d*une fonction 
uniforme doublement périodique f(u) ayant, dans un parallélogramme des 
périodes n points singuliers öj, a^, . . . . a„. Il suffit, pour cela, d'appliquer 
le théoréme I a la fonction (10). On obtient ainsi, pour la fonction 
cherchée, Texpression 



y-« *»» 



(13) f{x) =/K) + ^ J^Y^^[Z''\a.-x)-Z''\a,-^x,)] 

y«0 *=1 

avec 

Fonctions doublement périodiques ayant dans un parallélogramme des 
périodes une infinité de points singuliers ou présentant des lacunes. 

III. Soit un parallélogramme formé avec les périodes ö>, ö>', et, 
dans Tintérieur de ce parallélogramme, un contour fermé C formé d'une 
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ou plusleurs courbes fermées. Appeloiis cspace E la portion du plan 
située a Tintérieur du parallélogramme et a Textérieur du contour C. 
Désignons par f{;u) une fonction holomorphe dans Tespace E et admettant 
les deux périodes w, w\ c'est a dire reprenant les raémes valeurs aux 
points homologues des c6tés opposés du parallélogramme; enfin soient 
X et x^ deux points de Tespace E. Ij'intégrale 

(14) ' //(tt)[Z(ii-aj)-Z(u-ir,)]dti 

prise sur le contour du parallélogramme des périodes est égale a zéro, 
car la fonction de u soumise a Tintégration est doublement périodique. 
D'autre part cette intégrale (14) se réduit a la somme de trois intégrales, 
Tune prise le long d'une petite circonférence entourant le point rr, Tautre 
le long d'une petite circonférence entourant x^ et la troisiéme prise le 
long du contour C. La premiére de ces intégrales est 2mf{x)j la seconde 
— 2;r//*(.r^); on a donc 



(15) f{x) -/K) = HZ-. I fi^mn -x)^ Z{n - x,)] du. 




rindice C indiquant que l^intégrale est prise sur le contour C. 

Cette équation (15) définit ainsi la fonction f{x) dans Tespacc E et 
dans les espaces homologues au moyen des valeurs que prend cette fonc- 
tion sur le contour C. 

IV. Pour faire une application de la relation (15) supposons que 
le contour C soit obtenu de la fa^on suivante. Considérons n cercles 
(7p C^y . . . . C^ situés a Yintérieur du parallélogramme des périodes et 
ayant pour centres les points a^ a^, . . . . a^. Prenons pour espace E la 
portion du plan située a Tintérieur du parallélogramme et ä Textérieur 
de ces cercles; le contour C sera alors formé d'arcs de cercles apparte- 
nant aux circonférences C^, C^, . . . . (7^. En désignant par f{u) une fonc- 
tion doublement périodique holomorphe dans Tespace Ej on a, pour cette 
fonction, Téquation (15). Or Tintégrale qui figure dans cette équation 
se partage en une somme de n intégrales prises respectivement sur les 
arcs des cercles C,, C^, . . . . C^ qui constituent le contour C: 
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(16) f/{v.)[Z(u — x) — Z{n - X,)] du 

C 

0[Z(w — «) — Z(n — x^)\ du, 



k=lj 



rindice (7^ incliquant quc riiitégrale affectée de cet iiidice est prise sur 
les arcs du cercle C^ qui font partie du coiitour C. Prenons en particulier 
rintégrale 




(17) 2^ / f{u)[Z{u -x)- Z{u - X,)] du ; 



la foiiction de u, Z(u. — x) — Z(w — j;^), est liolomorplie dans un cercle 
de centre a^t ^^ de rayon supérieur au rayon du cercle C\. Cette fonction 
est donc, pour les valeurs de u qui figurent dans Tintcgrale (17), dévelop- 
pable en une serie uniforméinent convergente 

(18) Ziu -^)-Z{u-x,)=S ^^^^ [Z''U --c)- Z^-^a, - xj] . 



y=0 



Portant ce développement dans rintégrale (17) on voit que cette intégrale 
devient égale a 



yooo 



^ Ai'\Z"\a, -X)- Z"\a, - x,)] 



VsaO 

ou 

l(*) 



'.m l-2..>' / * 



(19) Al" = ^ . .rn—. I (« - «»)/(«) d^ 



Donc enfin on a, d'aprés les relations (15) et (16), 



k = n vs=oo 



(20) f(x) -f(x,) = ^ ^ ^i*'[Z*''\«* - *) - Z"\a, - X,)], 

k=l v=0 
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ou en posant: 



k^n i/<sao 



*=1 v=0 



(21) fix) = ^ + ^ J ^l*'i{<V - *)• 

k = l y = 

Bemarque I. La soinme 
est nulle, car cette soinme est égale ä 



/ [u) du. 




Bemarque IL Si Ton suppose que le nouibre n = 1, on voit que 
toute fonction doublement périodique f(u) holoinorplie dans Tespace situé 
a rintérieur du parallélogramnie des périodes et a Textérieur d'un cercle 
de centre a coinpris dans ce parallélogramme, est représentée dans cet 
espace par la serie 



V=ao 



(22) . f{u) .= A +\ A,Z^'\a — x). 

y = l 



V. Génértdisation du théorétne de M. Mittag^Lefflev. 

Soient a,, a^, .... a^, ... . des points tous différents situss dans un 
parallélogramme des périodes et tels que, pour v = oo , lim a^ = a; soient en 
outre f^{Xj aj, ^(jt-, a.^) .... fJ^Xy a^), .... des fonctions méromorphes double- 
ment périodiques ayant respectivetnent pour påles dans le parallélogramme les 
seuls points a^ et a; il existe une fanction uniforme doublement périodique 
F{x) admettant le point a pour point singulier essentiel et les points a^ pour 

■ 

pöleSy de telle fagon que la différencé F(x) — f(x, a^ soit réguliére au point a^. 
La fonction fy{xj a,) est de la forme 



Ä^*rfy Ä "2 " y 



/,(*, a,) =\a';'Z''\x - a.) + Y M'"/'*^ - a) 



i^«0 k^O 
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avec 

La demonstration du théoréme repose sur ce fait que, pour toutes les 
valeurs de x telles que 

mod <e, €<li 

X — a 

la fonction f^{Xy a) est développablc en serie suivant Ics puissances crois- 
santés de (a^ — a) : 



»» = «> m r" m ^\ 

f(-, r.\ V K — a) \ d /,(>», g,) I 



m->0 '' Qy = a 



On en conclut que Ton peut prendre dans le développeinent précédent 
un nombre m^ de termes assez grand pour que, en posant 

la serie jF'(a?) = N JP^(ir) soit ajbsoluinent convergente dans le voisinage 

de tout point x^ distinet des points a,. Gette fonction ¥{x) est la fonction 

demandée. La fonction la plus générale possédant les propriétés indiquées 

dans rénoncé est 

F{z) + Q(x I a) 

ou G{^ I a) désigne uiie fonction uniforme doublement périodique n ayant 
dans un parallclogramme des périodes que le point singulier a. 



Vit I>é^mnposUion en facteurs jiriniaires. 

On déduit du théoréme précédent la formation d'une • fonction uni- 
forme doublement périodique 0{x) admettant les points a^ pour zéros de 
degres w^,, {y = 1, 2 . . . . co), n'ayant pas de pöles et admettant le point 
a pour point singulier essentiel. Si Ton pose 



"-»"[tF^]"»-'-"'""" 
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la fonction 0{x) sera de la forme 



-.m+l 



,^ -n.2u 1.2..(m+ 1)^ ^*-"^ 



v=l 



les entiers m^ étant convenablement choisis. Pour le démontrer, il suffit 
d'appliquer le théoréme V ä la fonction ^ en prenant 

^ , _ d tog v.{x, a,) 

VII. I/on voit que, dans cette théorie des fonctions doublement 
périodiqiies, la fonction élémentaire analogue ä 



dans la théorie des fonctions uniformes d'une variable et ä Z(c, ly) dans 
la théorie des fonctions uniformes d'un point analytique est 

Z{u — a?) — Z(u — a?J. 

De méme que Z(^, i^) est une fonction rationnelle de f et ij admettant les 
deux p61es (:r, y), (r^ y^) avec les résidus respectifs — 1 et +1, cette 
fonction Z(u — x) — Z{u — x^) est une fonction doublement périodique de 
ti admettant les deux pöles x et x^ avec les résidus + 1 et — 1. Le 
théoréme exprimé par Téquation (15) est analogue a un théoréme de 
Cauchy ainsi énoncé: si une fonction f{x) est holomorphe a Vextérieur 
d'une courbe fermée C, on a 

c 

Le théoréme énoncé dans la Remarque II du N° IV est analogue a 
un théoréme de Cauchy ainsi modifié: si une fonction f{x) est holomorphe 
en tous les points situés ä Vextérieur d'un cercle de centre a, cette fonc- 
tion est, pour tous ces points, représentée par le développement 
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y ^ la — x g— a?oJ 



da 



y=0 



J*ai indiqiié ces analogies elans une Note présentée a rAcadéinie des 
Sciences de Paris le 9 octobre 1882. Il me reste a ajoiiter que mon 
illustre maltre M. Hermite dans ses Lejons ä la FacuUé des Sciences de 
Paris 1882 rédigées par M. Andoyer a donné une méthode trés-simple 
pour rétude des fonctions doublement périodiques a points singuliers 
essentiels. 



DÉVELOPPEMENTS EN SÉEIE DANS UNE AIRE 
LIMITÉE PAR DES ARCS DECERCLE 



PAB 



P. APPELL 

å PARIS. 



Exemple I. 



Considérons quatre cercles ayant pour rayon -^ et pour centres les 



points 



+ 1, + i,^ — 1, —t. 



L'espace situé ä Vextérieur de ces quatre cercles est 
composé de deux pärties 

V) Une aire finie ABCD qui contient Torigine O. 

2*^) Une aire indéfinie. 

Je vais former par la méthode générale indiquée 
dans les Comptes Rendus (^) une serie de fractions 
rationnelles qui converge dans ces deux aires et qui, 
dans Taire finie ABCDj a pour somme 1 et dans Taire indéfinie est égale 
ä 0. D'aprés la méthode générale ce développement sera de la forme 




(1) 



fler OO 

f«.=i'- 



15." 



+ 



^!.'> 



^1-" 



(a; _ 1)- (iB _ i)' (a, + 1)" (a, 






Les coefficientä de ce développement sont donnés par les formules suivantes: 



i(i) 



^5." = 



-é/f^-l)""'^' 



DA 



(') Suance du premier Mai 1882, 

Åcta mathematica. I. 



19 
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Tindice DA indiquant que rintégration est faite sur Tarc de cercle DA. 
Si Ton pose 

il faudra faire varier 8 de — ä Donc 

4 4 

_ — 
^<')__J !_ / nm. ,a (-1)" o- «Jr 



On trouve de méme 

(-Z^ . Sin "^ 



An = — ö— . I (« — t) dz = T^^_ • Sm -:- 



A),-" = -^. I(z+ l)''-'dz = —^ . Sin ^ 



2^ j < 

BC 
l<-" = — — / ( 



^r" = - ö^. / (^ + i)"~'<fe = -7^ • Sin ^ 

En portant ces valeurs dans le développement (1) Ton obtient la serie 
cherchée 



«=» Sm —r- 



(2) 



^1 V ir_l_ + _J_ + _L.. + _L_l 

- Zi j L(i - «r (1 + i^T (1 + «)" (1 - M^rJ 



«=^ n2^ 



Cette égalité (2) a lieu pour tous les points x situés dans Taire ABCD. 
La serie qui formc le second membre est encore convergente dans Tespace 
indéfini situé en dehors des quatrecercles; mais sa sonime est alors ww//e. 
Dans le cas actuel il serait aisé de sommer directement la serie (2). 
En effet reinarquant que 



niH ttTrt 

^, tit: e — e 
Sm -:- = 



4 2i 

et que la serie 



s n 

U U 



W"t'^"T". ...■!■ "7".... 

2 n 
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a pour soraine la valeur de — Log (1 — u) qui 8'annule avec w, Ton voit 
que la serie 



<') Il 



* oin -p 

4 1 



n2 



a pour somme la valeur de 

qui 8'annule pour x = cx). Cette fonction (3') est holomorphe a Textérieur 

du cercle de centre 1 et de rayon -p ; elle est représentée par la serie (3) 

a Textérieur de ce cercle. Au point x = O la fonction (3') et, par suite, 

la fonction (3) prennent la valeur j' 

Faisant la méme remarque pour chacune des series partielies qui 
constituent la serie (2), Ton voit que cette serie a pour somme 

H\ 1 fr ^ +i — 2x . I +i—2xi ^ ^ 1 + i + 2« , -. 1 + i + 2*iT- 

(^> 2^- L^^^ T^=rizr2x + ^^s TZZT=2^i + ^"^ 1-. + 2. + ^"^ T^^T+^i] 

oii il faut prendre pour chacun des logarithmes la détermination qui 
s'annule a Tinfini. Ces quatre logarithmes sont des fonctions holomorphes 
de X, le premier ä Textérieur du cercle de centre +• 1> le second a Tex- 
térieur du cercle de centre + h 1^ troisieme du cercle de centre — 1 , le 
quatricme du cercle de centre — /; de plus chacun de ces logarithmes 

* 

prend pour x = O la valeur -j. Or la fonction (4) peut s'ccrire 

J_ (1 + t — 2a!)(l + i — 2xi){l + i + 2a;)(l + i + 2xi) 
^ ' 2m ^{\ — i — 2«)(1 — i — 2a;i)(l — i + 2*)(1 — i + 2xi) ' 

I 

d^aprés ce qui précédc cette fonction (5) est holomorphe dans Taire indé- 
finie située a rextérieur des quatre cercles; mais elle est constante dans 

cette aire car elle se réduit ä Log 1 ; donc elle est nulle dans cette 

27ri 

aire indéfinie puisqu'elle est nulle a Tinfini. Cette méme fonction (5) est 

holomorphe dans laire finie ABCD\ mais elle est constante dans cette 

1 
aire, car elle est égale a — - Log 1; elle est donc dans Vaire ABCD 

27ri 



égde ä Vunité pui8qu'elle est égale ä Tunité pour x = O conime nous 
Tavons vu. 

Exemple II. 

Pour indiquer un exemple dans Icquel Tun des cercles limitea 
tourne sa concavité vers Tintérieur de Taire, considcrons la surface située 
a rintérieur du cercle de centri? O et de rayon 2 
et ä l'extérieur des cercles de centrea — 1 et + 1 
et de rayon 1. Cette surface se compose de deux 
parties séparées S et S'. Nous allons former une 
serie de fractions rationnelles representant Vunité 
dans Taire S et zéro (Jans S'. 

Soit X un point de Taire 5, on a 

Tintégration étant faite sur le contour de S 

ASCDOEA. 

En partageant Tintégrale en trois parties relatives aux trois demi-ccrcles 
qui limitent Taire S, on a 



/^^ 



(6) 



2m J 3 — a: 2ni I z — x 2m J z — z 
ABC cdo OBä 



Dans la premiére intégrale mod. x < mod. z; donc 



1 



1 



. - Z Z jj"*' 

dans la seconde mod. (a; + I) > mod. {z + I) 

1 1 g+1 (. + 1)"-' 



(« + 1) 


(«! + !)■ 


(»^ + !)■ 


eniin dans la troisiéme 






1 1 


• —1 ■ 


(•-1)-' 


,_a, »_1 


(«-!)■ ■■■ 


(i-l)- 
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Portant dans Téquation (6) et développant on a 



(7) 1 = j-\at + y (a^- + -i=^. + -^^ w 

2;nl_ Lå\ {x + 1)" (« — 1)" / J 

11 = I 

Les valeurs des coefficients sont données par les formules suivantes: 



fdz 

J « 



|(0) _ 

ABC 



TT 

^(0) _ f^ ^ 1 fe-""ide=^[l - (- 1)"] 
J «" 2"J n2" 



ABC 

O 



[<.-''=- f{z + l)'-'dz = - fe"**ide = — ^^[l-{— 1)"] 



Ai"' = 

IDO ff 



O 

= -j(z - ir'dz = - 1*6"% dö= -^ [1 - (- 1)"]. 



OEA 



Uon a done le développcmeiit cherché 



(8) 



^1 j_ ""!__(_ i);;r^__j i__'i 

2 ■*" 2;ri Zi n L2' (aj + If {x - 1)" J 



La série qui forme le second mernbre converge encore dans Taire S' 
mais sa somme est alors mille. 

Uon peut encore ici se rendre compte a priori des propriétés de la 
série (8). Soit pose 

. ^^' Zi n L2" (« + 1)" {X - 1)"J 

Cette fonction existe dans les aires S et.S\ La série partielle 



I 



1 - (- 1)" * 

n 2" 



définit une fonction holomorphe dans le cercle de centre O et de rayon 2 ; 
cette fonction est la détermination de 
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2 + X 



Log 



X 



qui s'annule pour x = 0. La série partielle 



00 



1 - (- ir 1 



^ n 



{X + ly 



définit une fonction holomorphe ä Vextérieur du cercle de centre — 1 et 
de rayon 1; c'est la détermination de 

T * 

^« + 2 

qui s*annule a Tinfini. Enfin la troisicme série partielle est, dans tout 

Tespace situé en dehors du cercle de centre 1 et de rayon 1, cgale a la 

détermination de 

x — 2 

qui s*annule ä Tinfini. 

La fonction <f{x) est donc holomorphe dans les deux aires S et S' 
et elle est égale dans ces aires ä 

,, T 2 + X T X ._ X — 2 

f[x) = Log^— ^ + Log^^j;^ + ^«-ir 

les logarithmes ayant les déterminations indiquées. Mais on voit immé- 

diatement que le second membre est indépendant de x et egal a Log ( — 1). 

Donc ^{x) est constant dans les aires S et S'. Pour avoir la valeur con- 

stante de <p{x) dans S il suffit de prendre la valeur en un point de S, 

par exemple au point jp = s/, e étant positif et infiniment petit. Alors 

- 2 + ei . n ' . ^1 T *.T* — ^ 
Log . est mnniment petit; quant a la ^omme Log— —2 + Log , 

elle est cgale a la valeur que prend au point si la détermination de 

Log qui devient nulle a Tinfini, la variable x ne pouvant pas tra verser 

la droite AOC. Or la valeur de ce logarithme au point ei est ttL Donc 
si X est un point de Taire S 

on voit de méme que, dans Taire 8\ 
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<f{x) = — ;ri. 

Cela résulte encore de ce que la serie (9) qui sert de definition ä f?(a?) 
est une fonction impaire. La serie (8) étant égale ä 

a pour somme 1 dans Taire Ä et O dans S'. 

Bemarque I. Ces exemples ouvrent la voie ä d*autres recherches 
sur un mode particulier d^existence des fonctions; Ton voit en efifet que 
dans les exemples précédents Ton a composé des fonctions holonwrphes 
avec des fonctions a déterminations multiples qui sont ici des logarithmes. 
Je me propose d^examiner si Ton. ne peut pas obtenir des resultats ana- 
logues en rempla9ant les logarithmes par d'autres fonctions ä détermina- 
tions multiples comme par exemple 



/ 



dx 



oii P{x) est un polynome. 

Bemarque IL Si .nous reprenons la serie du premier exemple, 






1 Y 4 r 1 1 11 "] 

^W = - 2^ ^H (1 - xr "^ (1 + ixT "^ (1 + xT (1 - ixf\ 



»-1 n2^ 



nous voyons que la serie <p'{x) constituée par les dérivées des termes de 
la serie <p{x) 

"f'^""^ = ;r Zi ~T~L(1 - ^r'~(l + ixf~''^{\ + x^' "^ (1 _ ia:)«+ J 

n=-l 2 

est convergente aux mémes points que la serie (p{x) et a constamment pour 

KtTZ 

somme zéro. On le vcrifie facilement, car si Ton remplace Sin— par 



niti nm 



je * — e * |, Ton n'a plus qu'a sommer des progressions géométriques. 

D'une fa9on géncrale, la serie ^^*^(j*) constituée par les dérivées d^ordre 
k des termes de la serie (p{x) est convergente aux mémes points que cette 
serie <p{x) et a constamment pour somme zéro. 
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Soit alors F{x) une série de fractions rationnelles convergente dans 
les inémes regions que <p{x)', la série 

(oii Aj, A,, .... A^ sont arbitraires) est une série de fractions rationnelles 
possédant hs mémes regions de convergence et la ménie somme que F{x). 
Par exemple la série 

i/ix) + X,iP\x) + X,iP'\x) + . . . . + V'%) 

posséde les mémes propriétés que ^{x). 

Les remarques précédentes conduisent a une autre conséquence. Gon- 
sidérons, par exemple, la série 

S{x) = 1 + kip\x) 

X 

ou A désigne une constante; cette série 8{x) est convergente aux mémes 

points que ([){x) et représente une ménie fonction analytiqtie — dans toutes 

ses regions de convergence. Intégrons cette série terme ä terme, nous 
aurons une autre série de fractions rationnelles 

8,(x)=.-l + X<p(x) + C 

•C 

convergente aux mémes points que Sia^j mais representant dans les deux 
regions de convergence de S(x) deux fonctions analytiques différant par 

une constante arhitraire A. En eflfet 8^{x) = \- C dans Tespace indéfini 

X 

extérieur aux quatre cercles; et S.(») == \- X + C dans Taire finie 

^ X 

ABCD qui comprend Torigine. 

Donc, si une série de fractions rationnelles représente une méme fonc- 
tion analytique dans toutes ses regions de convergence et si la série obtenue 
en intégrant la proposée terme ä terme est cncore une série de fractions 
rationnelles, il peut arriver que cette série intégrale converge aux mémes 
points que la proposée et représente dans les diflférentes regions de con- 
vergence des fonctions analytiques différant par des constantes. 



ZUR THEORIE DER QUADRATISCHEN RESTE, 



VON 



ERNST SCHERING. 



Gauss hat durch seine Disquisitiones Arifhmeticae die Lehre von den 
ganzen Zahlen zu einer systematischen Wissenschaft erhoben. In diesem 
Werke gibt es wol nur eine Stelle, von welcher man behaupten känn, 
dass die systematische Anordnung durchbrochen ist, nemlich dort wo Gauss 
zwischen die Untersuchuno^ der Con«]:ruenzen ersten Grades und der Con- 
gruenzen zweiten Grades die Untersuchung der höheren Potenzreste ein- 
schaltet. Es erscheint inir, anstått die höheren Potenzreste als das all- 
gemeinere Gebiet, zu welchen die quadratischen Reste gehören, dort zu 
untersuchen, natttrlicher, die quadratischen Congruenzen nicht nur för 
Primzahl-Moduln, welche von Gauss fast ausschliesslich behandelt werden, 
sondem auch för zusammengesetzte Moduln vollstHndig zu erledigen. 

Auf solche Wéise erhält inan nicht nur eine Reihe neuer LehrsÄtze^ 
sondern man gelangt auch unmittelbar zu der Charakteristik einer Zahl 
ira Gebiete der quadratischen Reste in Bezug auf einen zusammengesetzten 
Modul, dieser Charakteristik, auf welche Gauss bei seinera ersten Beweise 
fQr das ReciprocitJlts-Gesetz in der Theorie der quadratischen Reste erst 
aufmerksam wurde, nachdem er das ReciprocitHts-Gesetz durch Induction 
gefunden hatte. 

Die Wichtigkeit dieses ersten Beweises, welchen Gauss ara 8. April 
1796 gefunden hat (Vergl. meine Bemerkimgen Seite 475 zu Gauss* 
Werken Band I), ist von Dirichlet auch dadurch anerkannt, dass er der 
Wiedergabe desselben Beweises in ttbersichtlicher Porm eine eigne Ab- 
handlung gewidmet hat (Crelle's Journål Bd. XL VII, Berlin 1854, Seite 

Afta åtathematica. I. 20 
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139 bis 150). Es mag deshalb inir gestattet sein, aiif einigen Blättern 
den un mittel baren Beweis eines von mir gefundenen för jene von Gauss 
eingeftthrte Charakteristik geltenden besonders einfachen Satzes zusammen- 
zustellen; eines Satzes, welcher sicb dem grossen Meister bei Abfassimg 
seiner Disquiss. Arithmm. wie aucb später entzogen zu haben scheint, 
wol deshalb, weil or in jenem Werke die Behandlnng der qiiadratischen 
Reste för zusammengesetzte Moduln vermieden hat. 

Da fttr die Vergleichung der verschiedenen Beweise des Reciprocitäts- 
Satzes der Umfang der benutzten Theorien von besonderer Bedeutung ist, 
so will ich hervorheben, dass im Folgenden von dem Inhalte der Disquiss. 
Arithmm. nichts weiter voraiisgesetzt wird als die erste Section, welche im 
Allgemeinen von den Congruenzen der Zahlen handelt, und die zweite 
Section, von den Congruenzen des ersten Grades, bis einschliesslieh des 
Artikel 36. 

Der in diesem Artikel bewiesene Lehrsatz lässt sich, mit Hinzufttgung 
einer leieht zu erledigenden Vervollständigung so aussprechen : Ist zu jedem 
von mehreren mit einander theilerfremden Moduln A, B, C, D . . . eine 
beliebige Zahl, beziehungsweise ö, h, c^ d . . vorgegeben, so Iftsst sich 
zum Producte ABCD . . der Moduln als neuer Modul immer ein und 
nur ein Rest z finden, welcher den einzelnen vorgegebenen Zahlen a, 
hy c, cl., nach den bezttglichen Moduln A, B, C, D congruent ist: z = a 
(mod. A), z=ih (mod. B), z = c (mod. C) . . . 

Ausserdem wird nur noch der Artikel 38 voraiisgesetzt. Dieser be- 
stimmt die EuLERSche Function jr (A), nemlich die Anzahl der positiven 
Zahlen, welche zu einer gegebenen positiven Zahl A theilerfremd und 
nicht grösser als dieselbe sind. Der Ausdruck fOr die EuLERSche Function 
wird im Folgenden nicht benutzt sondern nur der Begriff derselben. 

Zunachst woUen wir fOr den Fall, dass der Modul m eine zu- 
sammengesetzte Zahl und dass die Zahl a zu m theilerfremd ist, die 
Anzahl der Wurzeln x in der Congruenz 

xx'=a (mod. m) 

bestimmen. Einige hierzu in enger Beziehung stehende bekannte Satze 
will ich der Vollstandigkeit wegen mit aufnehmen. 

N. 1. Die ungerade Zahl a ist dann und nur dann quadratischer 
Rest zum Modul 4, wenn sie die Form a == 4Ä: + 1 hat. Fttr diesen 
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Fall besitzt dic Congruenz xx=ia (mod. 4) zwei von cinander ver- 
schiedene Auflösungen nemlich: 

(I) « = + 1 und aj = — 1 (mod. 4). 

N. 2. Die ungera.de Zahl a ist dann und nur dann quadratischer 
Rest zu einer die Zahl 4 tibertreffende Potenz von 2, wenn sie die Form 
a = 8Ä; + 1 hat In der That, besteht die Congruenz a = x;c, (mod. 2') 
und bestimmt man h durcli die Congruenz 

a = ^^=^ (mod. 2-»), 

setzt man ferner x„ = Xs + h2'-^ 

so wird x„x^ = a (mod. 2^'"^ . Von der Potenz 2' ^ 2^ gelangt 
man durch Wiederholung dieses Verfahren zu allén höheren Potenzen 
von 2 als Moduln. 

N. 3. Fttr eine Zahl a von der Form 8Ä; + 1 ^^'^^ die Congruenz 
XX = a (mod. 2"^), wenn ^r^^ > 2 ist, vier Auflösungen; bezeichnet x^ 
cine derselben, so sind: 

(II) x= + x^, x = — x^, x= + x^ + 2^^0-1 , x = — x^— 2'^»-"^ (mod. 2'^») 

jene vier von einander verschiedene Wurzeln. Die Zahl xx — x^x^ wird 
nemlich, weil x und Xq ungerade sind, nur dann durch 2""^ theilbar, 
wenn entweder x — x^ öder x + x^ durch 2'^'~* theilbar ist. 

N. 4. Ist p eine ungerade Primzahl und ist die durch p nicht 
theilbare Zahl a quadratischer Rest zu p, so ist a auch quadratischer 
Rest zu jeder Potenz von p als Modul. In der That besteht die Con- 
gruenz a = x;jo^ (mod. p*) und bestimmt man h durch die Congruenz 

2xsh= — ' (mod. p'), setzt dann »^ = «, + hp' 

so wird x^x„ = a (mod. p^*). Auf solche Weise gelangt man von der 
Potenz p* z= p durch Wiederholung zu jeder Potenz von p, 

N. 5. Ist Pj^ eine ungerade Primzahl und ist die durch p^ nicht 
theilbare Zahl a quadratischer Rest zu p^j so hat die Congruenz 
XX = a (mod. px"^) zwei Auflösungen; ist x^ eine derselben, so sind 

(III) x^ + Xj^ und x = — a?^ {raoå. pj^^^) 

die beiden von einander verschiedenen Wurzeln, weil xx — x^Xj^ nur 
fttr di.ese beiden FftUe durch pj^""^ theilbar wird. 



150 Ernst Schering. 

N. 6. Bezeichiict m einc zusaminengcsctzte positive Zahl, hat also 
dic Form 

(IV) m =^ 2"^^j'^'^/« . . . ^/> 

worin PiJ P^i Ps^ - - Pii von einander verschiedcne ungcrade Primzahlen 

und Tj, TT^^j ^3,..^^, positive Zahlen bedeuten, während rr^ auch der 

Null gleich sein känn, 

bezeiehnet ferner a eine zu m theilerfremdc Zahl, 

so hat die Congruenz xx = a (mod. m) entwcder keine öder ^ {m) 

von einander verschiedene Auflösungen, wenn nemlich 

i/im) = 2'* fiir ;r, < 2, 

(V) (p{m) = 2/^+1 fur tt, = 2, 

i/im) = 2'*+'^ fur ;r, > 2 gesetzt wird. 

Das Bestehen der Congruenz xx = a (mod. m) erfordert, dass a 
quadratischer Rest zu jeder der Primzahlen p^j p^j P^f-Pfi ^^^^ 

wenn -^ = 2 ist, dass noeh a= \ (mod. 4) 

wenn aber tt^ > 2 ist, dass auch a=\ (mod 8) sei. 

Umgekehrt reichen diese Bedingungen auch zur Möglichkeit der Er- 
fttUung jener Congruenz aus, denn man braucht nur mit Httlfe des oben 
angegebencn Satzes aus dem Art. 36 der Disquiss. Arithmm. die Zahl x 
so zu bestimmen, 

dass sie je einer der beidcn Congruenzen (III) fiir jedes A = 1, 2, 3, . , /x; 

(VI) und wenn tt^ =z I ist, dass sie noch der Congruenz x=l (mod. 2); 
wenn aber tt^ = 2 ist, dass ./; einer der beiden Congruenzen (1); 
wenn endlich t^ > 2 ist, dass x einer der vier Congruenzen (II) genftge. 

Zugleich erkennt man unmittelbar, dass verschiedene Verbindungen 
der ftir x erforderlichen linearen Congruenzen auch einander nach dem 
Modul m incongruente Wcrthe fttr x ergeben, so dass also die Anzahl 
der verschiedenen Verbindungen der linearen Congruenzen gleich der An- 
zahl der Wurzeln der quadratischen Congruenz xx = a (mod. m) ist, 
wie es der Lehrsatz zu Anfang dieser n. 6 ausspricht. 

Beispiel: Es ist ^(60) = ^»(4 . 3 . 5) = 2' = 8; in der That die 
Wurzeln der Congruenz xx= 1 (mod. 60) sind a;= + 1, ± 11, ± 19, 
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+ 29 urul von der Congruenz xx=. — 11 (mod. 60) sind a:= + 7, + 13, 
+ 17, + 23, die Wurzeln, während jede zu 60 theilerfremde Zahl a, 
welche weder congruent + 1 noch congruent — 11 ist, einen quadratischcn 
Nichtrest zum Modul 60 bedeutet. 

N. 7. Die Anzahl der zum Modul m theilerfremden quadratischen 

Reste ist . = yr~x' wie sich unniittelbar ergibt, wenn man jeden der 

^(m) zum Modul m gehörenden theilerfremden Reste quadrirt und den 
Rest Modulo m biidet, denn es entsteht dadurch nach dem Lehrsatze 
in N. 6. aus je. ^(m) der <f{pi) Reste immer wieder derselbe qua- 
dratische zu m theilerfremde Rest. 

N. 8. Die Anzahl der zum Modul m theilerfremden quadratischen 

Nichtreste ist demnach =f(«')— 77— r- Beispiel: Es ist j?(60) = 16, 

^(60) = 8 und, wie in n. 6. gefunden, gibt es zum Modul 60 nur die 
zwei theilerfremden quadratischen Reste + 1 und — 11, die tibrigen 
U theilerfremden Reste — 1, + 11, + 7, + 13, + 17, ± 19, ± 23, ± 29 
sind quadratische Nichtreste zum Modul 60. 

N. 9. Die quadratische Congruenz a = icx (mod. m) känn man 
als speciellen Fall der bilinearen Congruenz a = !/z (mod. m) auffassen. 
Benutzt man die letztere Congruenz, um fi'ir ein gegebenes, zu einem die 
Zahl 2 (ibertreffenden Modul m theilerfremdes, a sämmtliche ^{m) 
theilfremden Reste als Werthe der y und z anzuordnen, so ergibt 
sich, dass dies fttr alle Reste, mit Ausschluss der Wurzeln x, möglich 
ist. Will man aber jene Anordnung auf sämmtliche f{in) Reste aus- 
dehnen, so braucht man die quadratische Congruenz nur in die Form 
a = — X (ni — x) zu setzen und erhält dann: 

a = — Äj . a\ (mod. m) 



(VII) « = - «j^ • «V', 



«= + «i^+i-«'j^+i 



« - + «4^ • «V 
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wenn nenilich 

(VIII) ± ö, , ± «, , . . ± «.^, 

die <l^{}^i) von einander verschiedcnen Wurzeln x der Congruenz 
xx=:a (mod. m) bedcuten und 

(Vin*) a, = m — <z,, a\ = m— a„ . . a'j^ = m — äj^ 

gcsctzt ist. Die Zahl a.j^+i wird alö irgend ein von a^, a\, a,, a'^, . . 
aj^, a'y vcrschiedener zum Modul m thcilerfremde Rest ausgewählt, 
wenn solche noch vorhanden sind. Die durch die obige Congruenz be- 
stimmte Zahl a'j^^.i muss dann off enbär von oiy^rx ^^^ von den vor- 
genannten ^{ni) Resten verschieden sein. Sind damit noch nicht alle 
theilerfremden Reste berftcksichtigt, so sei aj^^j einer der tlbrigen. Der 
durch die obige Congruenz bestimmte Rest a'j^^.2 ist dann ein von allén 
2(i^ + 1) + 1 vorher schon in Betracht gezogenen Resten vcrschiedener 
zum Modul m thcilerfremder Rest. Durch Fortsetzung dieses Verfahrens 
werden alle (p{)n) Reste in der Weise erschöpft werden, dass die in den 
vorstehenden Congruenzen (VII) auftretenden a und ol zusammen 
das voUständige System der ^{in) zum Modul m theilerfremden Reste 

(IX) r,, r,, r, . . . r^^n) 

ausmachen. 

Multipliciren wir die entsprechenden Seiten der obigen Congruenzen 
(VII) mit einander, so erhalten wir: 

(X) a*^^"^ = (- 1)*^'^"^ . r,r,T, . . . r^,) (mod. m) 

wobei a als quadratischer Rest vorausgesetzt war. 

Die Zahl 1 ist quadratischer Rest zu w, wendet man sie als Werth 
von a an, so erhält man aus der letzten Congruenz den Lehrsatz: 

N. 10. Das Product der sammtlichen <f{in) zum Modul m theiler- 
fremden Reste ist congruent ( — l)*^*»), 

(XI) r,,r^,r^.., r^«) = (— 1)*^^*"^ (mod. m). 

Der entstehende Rest wird (zufolge n. 6) nur dann zu — 1, wenn 
m entweder gleich 4 öder gleich irgend einer Potenz einer ungeraden 
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Primzahl öder ondlich gleich dem Doppelten einer solchen Potenz ist. 
För alle andere Zahlen m entsteht der Rest +1. In dieser Form hat 
Gauss die Verallgemeinerung des WiLSON'schen Satzes aiisgesprochen. 
Disquiss. Arr. Art. 78. Von dem Beweise hat er eine Andeutnng gegeben. 

Beispiel: Es ist 1 = — 1 . 59 = — 1 1 . 49 = — 19 . 41 = — 29 . 31 = 
= 7.43=13.37 = 17.53 = 23.47 (mod. 60) und 49 = — 7 . 53 = 
— 13.47 = — 17.43 = — 23.37 = 1 . 49 = 11 . 59 = 19 . 31 = 29 . 41. 

N. 11. Wendet man die bilineare Congruenz b = y.z (mod. m) 
auf einen zu m theilerfremden quadratischen Nichtrest b an, um ent- 
sprechend wie in n. 9. das vollständige System der theilerfremden Reste 
ftir den Modul m zu ordnen, so treten keine Ausnahmefälle wie bei 
einem quadratischen Reste a ein, sondern in allén Congruenzen ist das- 
selbe Vorzeichen anzuwenden und man erhält 

6=/9j .^, (mod. m) 

(XII) b = Ä . /y. 



Hier bilden die Pi * - ' Pi^y l^i " ' (^y wieder in einer besonderen An- 
ordnung das vollstftndige System der zujn Modul m theilerfremden 
Reste i\ .r^ .r^ . . . r^,^^). Multiplicirt man die entsprechenden Seiten 
dieser Congruenzen mit einander und beröcksichtigt n. 10, so erhalt man 

(XIII) fc*^<'"> =/9, . . . /9j^ .^, . . . ^^^, = r, ,T[,f,., r,(„o = (- l)i^^^'»> (mod. m). 

Beispiel: Es ist (modulo 60): 7 = 1.7 = 11.17 = 13.19 = 23.29 = 
= 31.37 = 41.47 = 43.49 = 53.59 und 11 = 1 . 11 = 7 . 53 = 13 . 47 = 
= 17.43 = 19.29=23.37=31.41=49.59. 

Die Vergleichung der n. 9, 10, 11 gibt den 

N. 12. Lehusatz. Ist a znm Modul m theilerfrenuler qna- 
dratischer Best, so wird ^ 

(XIV) a*^'^"*^ = + 1 (mod. w). 

Ist a zum Modul m theilerfremder quadratischer Nichtrest, so tvird 

(XV) «lv'(-) = (_i^k'(m) (^od. m). 
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Hat (lie hlUneare CotigrKenz a = y , z (mod. m) in ganzen positiven 
unter m lieyendeii Zahlen y und z, von tvelchen y kleiner, als z 
isfy if(w) Aiiflösungen, so muss a quadratischer Nichtrest zu m sein, 

Beträgt die Anzahl jener Aiiflösungen aber tveniger als if (w) und 
ist a theilerfreiud zu m, so murss a quadratischer Best zum Modul 
m sein, uml die Anzahl jener Auflösungen wird \(f{m) — i^(w) befragen. 
Beispiel: Wenn jede der zum Modul 60 theilerfremden Zahlen quadrirt 
wird, so entsteht entweder der Rest 1 öder 49, also ist 7 quadratischer 
Nichtrest zu 60. Es ist ijr(60) = 8, i^(60) = 4, 7" = (—11)* = 
= 14641 = 1 = (— 1)* (mod. 60). 

Es ist (mod. 50): 

1 = — 1 .49 = 3. 17=7.43 = 9.39= 11 .41 = 13.27 = 19.29 = 
= 21.31 = 23.37 = 33.47; 3 = 1.3 = 7.29 = 9.17 = 11.23 = 13.31 = 
= 19.37 = 21.43 = 27.39 = 33.41=47.49; ferner ist ijr(50) = 10, 
i^(50) = 1, 11' = 161051 = 1 (mod. 50), also 1P'= + 1 und 
11 = 19' (mod. 50) aber 3 '' = 59049 = — 1 = (— 1)^^''^''>. 

N. 13. Ausser der bilinearen Congruenz a = y,z (mod. »?) bietet 
för eine auf die Zahl a- sich beziehende Anordnung der Reste zum 
Modul m die lineare Congruenz mit a als constanten Factor, zum 
Beispiel a ,u = v (mod. m), Gelegenheit. Wfthlt man der Einfachheit 
halber fttr u der Rcihe nach die positiven unter den absolut kleinsten 
zum Modul m theilerfremden Reste, sie mogen mit r^, t*2,..rjy(„) be- 
zeichnet werden; so werden die zugehörigen v zum Modul m theiler- 
fremd, und einander weder unmittelbar noch nach theilweiser Aenderung 
des Vorzeichens congruent sein. Nimmt man fur v auch absolut kleinste 
Reste, för r\ , r\ . . . absolut kleinste positive Reste und setzt 

a . r, = ^j/, (mod. m) 
(XVI) , a.r^ = 7)^r\ 



indem man fttr oyj, ^2>'«^iy(m) keine andere Werthe als + 1 öder — 1 
zulässt, so sind also die Zahlen r\, r\, .. ^''iy(m) abgesehen von der 
Reihenfolge dieselben wie r^y r^, .. r.^^^y Multiplicirt man die ent- 
sprechenden Seiten dieser Congruenzen mit einander, dividirt dann die 
beiden Seiten der entstehenden Congruenz durch das zum Modul m 
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theilerfreinde Product r^, r^, .. ^^^(m) öder r\, r'.^, .. r',^,^^), so 
erhält man 

(XVII) a*^'^"*^ = 7i • ^. • • • ?j,(.) (°iod. m) 

und demnach unter Benutzung von n. 12 den 

N. 14. Lehusatz: Die Anzahl rj{ay m) der aus den Producten von 
a midtiplicirt in die posiiiven absolut khinsteii zum Modid m theihr- 
fremden Reste sich tvieder fur den Modul m ergehenden absolut klein- 
sten aber negativen Reste öder die Anzahl der in absolut kleinsten posiiiven 
Resten u, v dargestellten Lösungen der Congruenz a . w + v = O (mod. m) 
wird eine gerade Zald wenn a zum Modul m theilerfremder quadratischer 
Rest das heisst die Congruenz a = xx (mod. rn) lösbar ist, dagegen wenn 
diese Congruenz nicht lösbar, sondem wenn a zum Modul m theiler- 
fremder quadratischer Nichtrest ist, so tvird jene Anzahl Tjia, m) mit. 
\ip{in) das heisst mit der Anzahl der in absolut kleinsten positiven Resten 
dargestellten Lösningen w der Congruenz aa = tvw (mod. m) gleichzeitig 
gerade öder ungerade, 

(XVIII) a'^^'"^= + 1 = (— if' '"^ (mod. m), tvenn a theilerfremder qua- 

dratischer Rest zu m; 

(XIX) a^v'^"'^ = (— 1)^^^'"^ = (— 1)'^^"'"'^ (mod. m), wenn a theilerfremder qua- 

dratischer Nichtrest zu m. 

Fftr den besonderen Fall, dass m eine ungerade Primzahl ist, geht 
dieser Satz in den von Gauss Januar 1808 aufgestellten Lehrsatz ttber, 
auf welchen er seinen dritten Beweis des Reciprocitäts-Gesetzes grttndete 
(Art. 3. Seite 4, Band II meiner Redaction von Gauss' Werken). Mein 
in der hier vorliegenden Abhandlung gefohrt^ Beweis geht fOr jenen be- 
sonderen Fall in den Beweis nber, welchen Diuiciilet fttr den GAUSs'schen 
Satz in seinen frtthesten UniversiUlts-Vorlesungen zu geben pflegte. 

Beispiel, Fttr den Modul 60 ist 49 theilerfremder quadratischer Rest, 
aber 7 theilerfremder quadratischer Nichtrest, ifr(60) = 8, i^'(60) = 4, 
49« = ir = (11^)' = (14641)' =1, 7' = IV - 1, i;(49, 60) ^ 8, 
7(7,60) = 4, 49.1=— 11, 49.7=— 17, 49.11=— 1, 49.13 = — 23, 
49.17 = — 7, 49. 19 = — 29, 49.23 = — 13, 49.29 = — 19, 
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7.1=7, 7.7 = — 11, 7.11 = 17, 7.13 = — 29, 7.17 = — 1, 
7.19=13, 7.23^-19, 7.29 = 23. Fflr den Modul 50 ist 
11 = 19', also 11 theilerfremdcr quadratischer Rest aber 7 theilerfreinder 
quadratischer Nichtrest, ij?(50) = 10, ^^^-(50) = 1 , 1 T» = 1 T • » = 
= 161051»=!, 7"'=(— 1)' = — 1, iy(ll, 50) = 6, 3y(7, 50) = 5, 
11.1 = 11, 11.3 = — 17, 11.7=— 23, 11.9 = — 1, 11.11 = 21, 
11.13 = — 7, 11.17= — 13, 11.19 = 9, 11.21 = — 19, 11.23 = 3, 
7.1=7, 7.3 = 21, 7.7=— 1, 7.9=13, 7.11= — 23, 7.13 = 
= —9, 7.17 = 19, 7.19 = — 17, 7.21= — 3, 7.23=11. 

N. 15. Multiplicirt man beide Seiten so wie den Modul m in den 
Congruenzen (XVI) mit derselben positiven Zahl å, setzt M = åm und 
beachtet, dass die Gesammtheit der Producte 

å .r^, ^ . r, , (J . r, , ... å . ^i^^^ 

m 

die vollständige Reihe derjenigen zum Modul M gehörenden positiven 
absolut kleinsten ijrj-^j Reste bilden, welche mit M den grössten 

gemeinsamen Theiler d besitzen, so erhält man den Satz: 

Die zu Eingang der n. 14 definirte Anzalil rj[(i, m) öder iy|a, — J 

ist aucli glelcli der Anzahl der absolut kleinsten negativen Reste, welche sich 
fur den Modul M aus den Producten der zu M tlieilerfremden Zahl a 
multiplicirt in die zum Modul M gehörenden mit ihm den grössten gemein- 
samen Theiler d besitzenden positiven absolut kleinsten ij^(-r) Besten 

ergében. 

N. 16. Die zum Modul M gehörenden absolut kleinsten nothwendig 
positiv zu- nehmenden Reste also die natttrliche Zahlenreihe 

M — 1 
entweder (XX) 1, 2, 3, 4, ... — ~ — , wenn M ungerade ist, 

M 

öder (XXI) 1, 2, 3, 4, ... — — 1, wénn M gerade ist, 

känn aueh aufgefasst werden als die Gesammtheit derjenigen zum Modul 
M gehörenden absolut kleinsten positiven Reste, welche mit M je einen 
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M 
von allén unter — liegenden Theilern d der Zalil M als grössten 

geraeinsamen Theiler besitzen. 

Multiplicirt man mit der zu M theilerfreinden Zalil a jede Zahl 
des obigen Resten-Systems (XX) öder (XXI), biidet von diesen Producten 
die absolut kleinsten Reste för den Modul M, wendet die hier ange- 
deutete Gruppirung jener Zahlen nach ihrem jedesmaligen mit M ge- 
meinsamen grössten Theiler an und benutzt den in n. 15 aufgestellten 
SatZy so findet man den 

N. 17. Lehrsatz: Die Anzahl H(a, M) der absolut kleinsten negativen 
Reste, welche in Bezug auf den Modul M den Prodttcten 

- M— 1 

entiveder et • 1, a . 2, a . 8, a — - — ^ tvenn M ungerade, 



öder 



a A, a. 2, a. 3, ^{"ö — 0; tvenn M gerade. 



congrtient sind, wird, wenn die Zahl a zu M theilerfremd ist, gleich 

(XXII) HKM) = ^,(a,^)=^rXa,m), l'^3<^, 2<m^M = mrJ 

worin die eine Summation uber die sämmtlichen utUer -j- liegenden Theiler 

d des Modul M, die andere Summation uber die sämmtlichen die Zahl 2 
ubertreffenden Tlieiler m des Modul M auszudehnen ist. 

Wählt man in diesem Satze die Zahl a = — 1 und berticksichtigt, 
dass rj{ — 1, w?) = i^{m) ist, so erhält man den EuLER^schen Summation's 
Satz fttr die jr Function. Von diesem Satze werden wir hier aber 
keinen Gcbrauch zu machen haben. 

Beispiel. Es ist: H(7, 60) = 13, ^iy[7, ^] == iy(7, 60) + ^(7, 30) + 

+ iy(7,20) + 5y(7, 15) + ^(7, 12) + oy(7, 10) + ^(7, 6) + ^(7,5) + ^(7,4) + 
+ 3y(7, 3) = 4 + 2 + + 2 + 2 + 1 + 0+1. + 1+0=13 Ferner 

ist: H(7, 45) = 9, ^7(7, ^\ = ,(7, 45) + ^(7, 15) + ,(7,9) + ,(7. 5) + 
+ ,(7, 3) = 4 + 2 + 2 + 1+0 = 9. 
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N. 1 8. Ist M gerade, so wird fiir ein ungeradcs a 

/M \ M 

entwedcr as = + » > O und a\-^ *| — "9 «'>0 (mod. M) 

(M \ M 
-^ 8j= n- + ^' <^ (mod. M) 

worin s und s' positive unter — liegende Zahlen bedeuten. 

Die absolut klcinsten negativen Reste werden also nicht änders als paar- 
weise auftreten können, wenn jedes s von — — s verschieden also — 
ungerade ist. 

Ftlr ein geradzahliges — wird 

M M 

a -^ = + — (mod. M) , wenn a = 1 (mod. 4) ist, 
4 4 

M M 

a -T- = — (mod. M) , wenn a = 3 (mod. 4) ist. 

4 4 

Wir erhalten demnach den Satz: 

Fiir ehien geradzahligen Modul M luid fur ein ungerades a wird 
die Änzahl H(a; M) der den Prodticten 



a.l, a. 2, a. 3, .... a.|-7j Ij 



nach dem Modul M congruefiten absolut kleinsten negativen lieste 

eine gerade Zähl sein, H(a, M) = O (mod. 2) tvenn M = 2 (mod. 4) 

öder tvenn zugleich M = und a=\ (mod. 4) ist; 

dagegen wird sie ungeradzaUig, H(a, M) = 1 (mod. 2), ivenn zugleich 

M = O und a = 3 (mod. 4) ist. 

Beispiele: H(7, 30) = 8, H(5, 12) = 2, H(7, 60) = 13. 

N. 19. Aus der Verbindung der Lehrsätze in n. 17 und 14 folgt 

(XXIII) " H(a,M)=^,(a,m) = ^V'(»') (mod. 2) 



m m 
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worin N sich auf alle, dic Zahl 2 ttbcrtretFcnden, Theilcr m von 



m 



M 



, dagegen N sich nur auf diejenigen die Zahl 2 ttbertreffenden im 



m 



Modul M enthaltenden Theiler m bezieht, zu welchen a qua- 
dratischcr Nichtrest ist. 

Wir haben also den Lehrsatz: Die Anzahl H(a, M) derjenigen abso- 
lut kleinsten negativen Reste, welche nach dem Modul M den Producten 

M — 1 
entweder « . 1, « . 2, a . 3, . . a — - — , wenn M ungerade. 



odcr 



a . 1, a . 2, a . 3, . . al -^ — 11, wenn M gerade. 



congruent sind, wird, fttr ein zu M theilerfremdes a, gleichzeitig ge- 
rade öder ungerade mit der Gesammt-Anzahl aller in absolut kleinsten 
positiven Resten modulo m dargestellten Lösungen w der Congruenzen 
1 = ivw (mod. m) ftlr die ganze Reihe derjenigen Moduln w, welche 
grösser als 2 und Theiler von M sind und zu welchen a quadratischer 
Nichtrest ist. 

Beispiel: Es ist 7=1.1 (mod. 6 und mod. 3) fttr alle anderen 
Theiler von 60 ist 7 quadratischer Nichtrest. Ferner ist 1 = 1.1 (mod. 4 
und mod. 5 und mod. 10), 1 = 1 • 1 = 5 . 5 (mod. 12), 1 = 1 . 1 = 4 . 4 
(mod. 15), 1 = 1.1 = 9.9 (mod. 20), 1 = 1.1 = 11.11 (mod. 30), 

1 = 1 . 1 = 11 . 11 = 19 . 19 = 29 . 29 (mod. 60) also ^VW = W) + 

m 

+ ii^(5) + i5^(10) + h<p{l2) + Ji^(15) + i^<20) + i^'(30) + i^(60) = 1 + 
+ 1 + 1+24-2 + 2 + 2 + 4=15, endlich ist H(7, 60) = 13 = 15 
(mod. 2). 

N. 20. Wir beschränken jetzt unserc Untersuchung auf den Fall 
eines ungeraden M, welches also in der Form 



(XXIV) M = p/' p/' . . . p/^ . . p; 






dargestellt werden känn, worin Pj, P^, . . P;^, . . P^ von einander ver- 
schiedenc positive Primzahlen und e^y e^, . . e^j . - e^ irgend welche posi- 
tive Zahlen bedeuten. Aus der Congruenz (XXIIl) folgt dann, wenn 
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wir auch noch die in n. 6 gefundeiie Bestiininung von (p{in) und die 
ubrigen dort ausgcsprochenen Lehrsätze anwenden, die Congrucnz: 

(XXV) H(a, M) = ^7(ci, m) = ^ Vc»") = ^"is^"») = ^ '«» (mod. 2). 



m m m 



Hierin crstrcckt sich die Sumniution N tiber alle Theiler m von 



m 



M, die Summation \ ilber alle diejenigen in M enthaltenen Theiler 



m 

m 



, zu welchen a quadratischer Nichtrest ist, die Summation N tiber 



m 



alle diejenigen in M enthaltenen Theiler m, welche je einzeln keine 
verschiedene Primzahlen enthalten und zu welchen a quadratischer 

e^ tiber die in der Darstellung 

(XXIV) von M vorkommenden Exponenten derjenigen Primzahlen P;^, 
zu welchen die Zahl a quadratischer Nichtrest ist. 

ex bedeutet auch die Anzahl aller derjenigen 

A 

gleichen und ungleichen in M enthaltenen Primfactoren, zu welchen a 
quadratischer Nichtrest ist. Die Congruenz (XXV) gibt also den Lehrsatz: 
Die Änzalil H(a, M) derjenigen Producte 

M— 1 
a . 1, a . 2, a . 3, . . . a — - — 

welche absolut kleinsten negativen Resten fur den ungeradzahligen Modul M 
congruefit sirul, wird fur ein zu M theilerfremdes a gleichzeitig gerade 
öder ungerade mit der Anzahl aller derjenigen gleichen und ungleichen in M 
enthaltenen Primfactoren, zu welchen a quadratischer Nichtrest ist, 

Beispiel: Es ist H(7,45) = 9, ^VW = l<p{b) + i^(15) + lip{Vo) = 

= 1+2 + 2 = 5; y 'VW = ¥(P) = 1 = 5 = 9 (mod. 2) ftir a = 7, 
M = 45. Dagegen fttr a = 11, M = 45; wird H(ll,45) = 10, 

J^hipim) = ii^(3) + ii^(9) + i^(15) + l<p{i5) =1 + 1+2 + 2 = 6, 

^\<P{m) = i^(3) + ^(9) =1 + 1=2 = 6=10 (mod. 2). 
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N. 21. Es mag noch bemerkt werden, dass die oben benutzten 
Potenzen von a und h mit dem Exponenten ifr(m) nicht wesentlich 
för diese Untersuchung sind, sondern hier nur gebraucht wurden, um an 
die Ublichen Betrachtungen anzuschliessen. Ohne Herbeiziehung derselben 
wird die Entwickelung noch einfachor. Man hat dann den folgenden 
Lehrsatz anfziistellen : 

T)ie Anzdhl aller Losungen der Congruenzen 

(XXVI) —x{— — x\=a (mod. — J in ganzen positiven unter — liegen- 

den Zahlen x, 

(XXVII) 1 = — «[— — aj'J [mod. — I in ganzen positiven nnter — lie- 

genden Zahlen x', 

M 

(XXVIII) au = — v (mod. M) in ganzen positiven unter — Uegenden und 

mit M denséihen héliehigen grössten unter 
-^ Uegenden gemeinsamen Theiler d ent- 

haltenden Zahlen u, v, 

zusammengenommeti ist fur ein ^ M theilerfremdes a immer eine 
gerade Zahl. 

Es ist leicht zu sehen, dass man u und v anstått ans dem System 
der absolut kleinsten positiven Reste des Modul M zu nehmen, sie auch 
aus irgend einem vollständigen halben Resten-System för den Modul 
M wählen känn, wenn man nemlich darunter ein System aller solchcr 
Reste vcrsteht, von denen keine zwei eine durch den Modul M theilbare 
Diflferenz öder Summe ergeben. För den Fall, dass a und M un- 
gerade Zahlen bedeuten, ist es häufig von Vortheil die sämmtlichen unter 
M liegenden positiven entweder geraden öder ungeraden Zahlen als ein 
solches voUständiges halbes Resten-System fttr den Modul M zu benutzen. 

Der Beweis des Lehrsatzes ergibt sich aus der Multiplication der ent- 
sprechenden Seiten aller Congruenzen, welche zunächst entstehen, wenn man 
sammtliche Lösungen in jene Congruenzen (XXVI), (XXVII), (XXVIII) 
einsetzt, nachdem man die beiden Seiten und den Modul der Congruenz 
aw = — v (mod. M) fttr jede Lösung durch d dividirt hat, 
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und welche ferner noch entstehon, wenn man in die Congrucnzen 

(M\ • M 

mod. -^1 ihre Lösungen durch ganz.e positive unter — 

liegende und die Bedingung y kleiner als 
z erföllende Zahlen y, z einsetzt, ebenso in 

mod. -^1 ihre Lösungen durch ganze positive unter — 

liegende und die Bedingung y' kleiner als 
z' erföllende Zahlen y\ z' einsetzt und 
schliesslich in 

M 

(XXXI) au = v (mod. M) ihre Lösungen durch ganze positive unter — 

liegende und jenen grössten mit M ge- 
meinsanien Theiler d enthaltende Zahlen 
n, v einföhrt und beide Seiten und den 
Modul M dieser Congruenz fQr jede Lösung 
durch å dividirt. 

Die beiden Seiten der durch diese Multiplication sich ergebenden 
Congruenz besitzen nemlich, wie unmittelbar aus den Congruenz-Systemen 

(VII), (XII) und (XVI) hervorgeht, gleiche absolute zu -^ theilerfremde 

M 

Zahlenwerthe und mössen, da der Modul -^ dieser Congruenz grösser 

als 2 ist, auch' gleiche Vorzeichen haben. 

N. 22. Die Begriffe der beiden Anzahlen, welche durch den Lehr- 
satz des n. 20 zu einander in Beziehung gesetzt werden, sind schon von 
Gauss aufgestellt. Nachdem er im März 1795 (wie er selbst in sein 
Handexemplar der Diss. Arr. eingeschrieben, G.-Werke Bd. L $eite 476 
meine Bemerkungen) das Reciprocitiits-Gesetz der quadratischen Reste 
durch Induction gefunden hatte, welches er in Art. 131 der im Jahre 
rSOl herausgegebenen Disquiss. Arr. unter verschiedenen Formen darstellt, 
gerieth er am 29. Apr. 1796 (G.-Werke Bd. L Seite 476) auf die Be- 
trachtung der Anzahl der in einer gegebenen ungeraden Zahl P ent- 
haltenen gleichen und verschiedenen Primfactoren, zu welchen eine andere 
gegebene Zahl Q quadrati.^cher Nichtrest ist In Art. 133 der Disquiss. 
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Arr. zeigt er, dass werin zwischen allén in der einen gegebenen ungeraden 
Zahl Q enthaltenen Primzahlen einerseits und allén in der anderen 
gegebenen ungeraden Zahl P enthaltenen Primzahlen andererseits das 
Reciprocitäts-Gesetz ftir die quadratischen Reste besteht, dann auch das 
analoge Reciprocitats-Gesetz fttr die eben definirte Anzahl (Q, P) und fftr 
diejenige entsprechende Anzahl (P, Q) gilt, welche sich auf dieselben beiden 
gegebenen Zahlen aber nach ihrer Umwechselung bezieht. Der Begriff 
der hier definirten Anzahl ist dann ftir Gauss ein wesentliches Htllfs- 
mittel, um in den Artikeln 134 bis 136 den vollständigen Beweis fttr 
das Reciprocitäts-Gesetz der quadratischen Reste durchzuftihren. 

Jacobi hat im Jahre 1837 (Monatsberichte der Akademie der Wissen- 
schaft zu Berlin Seite 135 »Ueber die Kreistheilung und ihre Anwendung 
auf die Zahlentheorie»), wie es scheint ohne sich der betreffenden Stelle 

bei Gauss bewusst zu sein, die gleichbedeutende Characteristik j^j 

eingeffthrt, welche den Werth entweder — 1 öder + 1 besitzt, je nachdem 
Q entweder zu einer ungeraden öder zu einer nicht ungeraden Anzahl 
von gleichen und verschiedenen in P enthaltenen Primfactoren qua- 
dratischer Nichtrest ist. Jacobi nennt dies das verallgemeinerte Legen- 
DREVhe Zeichen und definirt es als das Product von allén LEGENDiiE^schen 

Zeichen jHjj — ][ — j ... (— )j worin die p^, p^,, Pg, .. p^ die Ge- 

sammtheit aller derjenigen gleichen und verschiedenen Primfactoren aus- 
machen, deren Product gleich P ist. 

Auch der Begriff der anderen in dem Lehrsatze des n. 20 vorkom- 
menden Anzahl, nemlich der Anzahl derjenigen absolut kleinsten negativen 
Reste, welche sich fttr eine zusammengesetzte ungerade Zahl M als 
Modul aus den Producten einer zu M theilerfremden Zahl a multipli- 
cirt in jeden einzelnen absolut kleinsten positiven Rest ergeben, ist von 
Gauss untersucht und dafttr der Reciprocitäts-Satz bewiesen in Art. 2 der 
Abhandlung »Theorematis Fundamentalis in doctrina de residuis quadraticis 
demonstrationes et ampliationes novacD 1817 Febr. (G.-Werke Bd. IL S. 52.). 

Von dem in n. 20 ausgesprochenen Satze hat Gauss den speciellen 
Fall, wenn M eine Primzahl bedeutet, aufgestellt und darauf schon seinen 
dritten Beweis des Reciprocitäts-Satzes gfcgrttndet; aber der allgemeine 
Lehrsatz fUr eine zusammencresetzte Zahl M scheint sich ihm entzo^^en 
zu haben. 

Ada mathematica. I. 22 
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Meine Auffindung dieses Satzes ist in den Monatsberichten der Aka- 
demie der Wissenschaften zu Berlin 1876 Seite 330 veröffentlicht. Herr 
Kronecker hat hieran mehrcre Entwickelungen angeschlogsen, in welcher 
er auch ausspricht, dass er vor meiner Mittheilung diesen Satz selbst 
gefunden habe. Er stfttzt seinen Beweis des Satzes auf die Kenntniss des 
vorausbewiesenen Reciprocitäts-Satzes. 

N. 23. Die in N. 21 aufgestellte Form des Lehrsatzes halte ich 
deshalb ftir beachtenswerth, weil darin und in dem Beweise wesentlich 
nur die Abzählung der Auflösungen von bilinearen und von linearen 
Congruenzen auftritt und weil in meinem Beweise (1879) des Reciprocitäts- 
Satzes för die quadratischen Reste keine andere Untersuchung als die 
Abzählung der Lösungen von linearen Congruenzen in Anwendung gebracht 
wird. Eine genaue Vergleichung dieses Beweises mit dem dritten (1808) 
und dem ftinften (1817) Beweise von Gauss, dem geometrischen Beweise 
von EiSENSTEiN (1844), dem Beweise von Herrn Zeller (1872), dem arith- 
metischen Beweise von Herrn Kronecker (1876) und den beiden Beweisen 
von Sign. Genocchi (1852 und 1880) zeigt unter Benutzung des auf 
Seite 45 meiner Abhandlung »Bestimmung des quadratischen Rest-Charac- 
tersD Göttingen 1879, ausgesprochenen Lehrsatzes, dass alle diese Beweise 
auf die Betrachtung der Anzahl verschiedenartiger Lösungen linearer 
Congruenzen zurtlckgeffthrt werden können. 

N. 24. Es ist bemerkenswerth, dass diejenigen Gleichungen, welche 
den obigen bilinearen Congruenzen (VH) entsprechen, schon von Euler 
mehrfach, wenn auch nur för den Fall einer Primzahl m, angewendet 
worden sind: Observationes circa divisionem quadrätorum per numeros 
primos. §. 20. §. 30. Op. anal. I. 1772. — Disquisitio accuratior circa 
residua ex divisione quadrätorum altiorumque potestatum per numeros 
primos relicta §. 29. §. 50. Op. anal. Exhib. 1772. Maji 18. — Demonstra- 
tiones circa residua ex divisione potestatum per numeros primos resultantia 
§. 25. N. comment. Petrop. XVRL 1773 Exhib. 1772. Maj. 18. — Diese 
Abhandlungen sind abgedruckt: Euleui commentationes arithmeticae col- 
lectae. Edit. Fuss. Petrop. 1849. Tom. L pag. 480, 482, 494, 505, 519. — 
Euler nennt ftir den Fall a = 1 und m = p in der Gleichung 
aa' = 1 + np die Zahlen a und a' residua sociata. 

Göttingen 1882 November 9. 



SUR UN GROUPE DE THÉORÉMES ET FORMULES 

DE LA GÉOMÉTRIE ÉNUMÉRATIVE 
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Lorsqu'on détennine le nombre de solutions d'une question algébro- 
géométrique, soit par les procédés de rélimination algébrique, soit par les 
considérations géométriques • plus expéditives qui la remplacent, celles de 
rintersection des courbes ou du principe de correspondance, la difficulté 
principale qui se présente est la détermination de la multiplicité des 
solutions de différente nature. Pour surmonter cette difficulté on s'e8t 
servi parfois d'une méthode indirecte, en déduisant par différentes voies 
des expressions différentes du méine nombre qui contiennent des edef- 
ficients inconnus, et en se servant de Tégalité de ces expressions pour 
déterminer les coefficients; (^) mais on a aussi des méthodes directes. Il 
serait trop long de citer tous les procédés, inventés par d^éminents géo- 
métres(^) pour le dénombrement des intersections confondues de deux 
courbes; je me bornerai a rappeler que la plupart des méthodes reposent 
sur la considération des ordres des divergences infiniment petites des 
branches des courbes, ou bien des ordres de contact de ces branches. Des 



(^) Dans ma thése de doctorat 1865 sur les systémes de conigues j^ai fait un usage 
régulier de ce procédé, qui m^a été utile aussi, ä cdté des détcrminations directes, dans 
beaucoup d^autres recherches. M. Schubert s'en est servi aussi dans -ses nombreux tra- 
vaux, dans le premier sans avoir vu Tusage que j''en avais fait déjä. 

C) M. M. Cayley, de la Gournebib, Painvin, Halphen, Nöther, Stolz, Smith. 
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considérations analogues peuvent servir au déiioinbreiiicnt des solutions 
colncidentes résultant du principe de correspondaiice. ( ^) 

Cependant ces méthodes de dénombrement demandent toujours un 
certain travail. Pour dcterminer le iioinbre de poihts d'intersection 
colncidents entré eux de deux branehes de courbes tangentes entré elles, 
il ne sufRt pas de connaitre les ordres d'infiniment petites qui sont donnés 
indirectement par les degres de multiplicité de ces branehes et par les 
nombres de leurs points d'intersection avec la tangente qui colncident 
entré eux; il ne suflfit pas méme, que les branehes soient définies par les 
formes des series qui les represen tent: il faut connaitre aussi les coeffi- 
cients de ces series, afin de pouvoir déterminer aussi les ordres de leurs 
différences. De merae, en appliquant le principe de correspondance, on 
a besoin, pour déterminer le norabre de colncidences de points x Qt y 
qui ont lieu en un point a, de connaitre, non seulement le nombre des 
points y qui colncident avec a en méme temps que x, et celui des points 
X qui colncident avec lui en méme teinps que y, mais aussi les ordres 
des distances infiniment petites xy des points correspondants qui sont 
infiniment prés de a. 

Il est donc clair qii^il faut préférer a ces procédés, oii il est possible, 
des formules ou les dénomhrements ne demandent ni ces recherches parti- 
culiéres d'ordres d'infiniment lyetiteSy ni un autre travail équivalent et aussi 
pénible. M. Halphen (^) a montré que, dans les applications de la formule 
contenant une extension du théorémé sur la conservation du genre que 
j'ai donnée dans le 3°"® vol. des Mathematische Annalen aux cas oii il y 
a des solutions multiples, le dénombrement de celles-ci se fait immédiate- 
ment sans aucune recherche d'ordres d'infiniment petites. M. M. Halphen(^) 
et Smith (*) ont montré qu'il existe des relations jouissant de la méme 

(^) J^ai donné des méthodes de cc dénombrement dans les Nouvelles Anvales jies 
Mathématiques 1867 et k la page 47 de mon Mémoire sur les systémes de courbes planeSy 
inséré aux Mémoircs de rAcadémie danoise des sciences, 5™® serie t. X. 

C) Bulletin de la Société Mathématique de France t. V., p. 9. 

C) i>Sur les points singuliers des courbes algébriques planesJ>, publié en 1877 au 
tome 26 des Mémoires présentés par divers savants; mais Tauteur avait déjå ä la presenta- 
tion de ce mémoire consigné los principaux resultats dans une communication publiée dans 
lo Compte rendu du 20 avril 1874. 

(*) Proceedings of the London Mathomatical Society, vol. VI. 
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propriété, et entré les nombres de points d^intersection confondus et de 
tangentes communes confondues de deux courbes, et entré ceux des points 
doubles confondus et des tangentes doubles confondues d'une seule courbe. 

Je me propose d'établir ici entré ces différents théorémes une con- 
nexion servant a montrer Timportance de la propriété commune dont je 
viens de parler. Je prendrai pour point de départ un théoréme qui 8'est 
présenté a M. Halphen dans le courant de ses recherches sur les points 
d'intersection et tangentes communes confondus, (^) et auquel aussi d'autres 
géométres sont parvenus indépendemment de lui et trés-peu apres lui. (') 
Je montrerai (n° 5) que, grace a ce théoréme fondamental, que je vais 
énoncer dans le n'' 1, et dont je donnerai aussi une autre application 
(n°* 3 et 4), ma demonstration originaire de Textension du théoréme sur 
le genre conduit immédiatement a la propriété relative aux solutions 
multiples que M. Halpiien a établie autrement. 

Les autres théorémes de M. M. Halphen et Smith dont je viens de 
parler se présenteront ensuite comme des applications de la formule 
contenant cette extension du théoréme sur le genre (n**' 6 — 8), et serviront 
ainsi d'exemples de la portée que cette formule a obtenue par la décou- 
verte de M. Halphen. 

1. Le théoréme que nous avons appelé fondamental pour les re- 
cherches actuelles peut étre énoncé de la maniére suivante: 

»Soit donné un point singulier d'une courbe algébrique ou toutes les 
branches ont la mcme tangente, et désignons par i^ le degré de multiplicité 
ponctuelle de la courbe en ce point, c'est a dire: le nombre de points 
d'intersection confondus de la courbe avec une droite quelconque passant 
par lui, et par v' le degré de multiplicité tången ti elle, c'est a dire: le 
nombre de tangentes confondues qui passent par un point quelconque de 
la tangente donnée: alors u + u' des. points d'intersection de la tangente 
colncident avec le point donné, et u- + u' des tangentes qui passent par 
le point coincident avec la tangente donnée.» ' 

On démontre sans difficulté ce théoréme pour une seule branche 
compléte en introduisant des coordonnées tangentielles dans la serie qui 

C) Yoir ä la page 42 da Mémoire que nous venons de citer. 
(*) M. M. Stolz et Nöther dans les t. VJII et IX des Mathematische Annalen. 
Le travail da premier de ces savants est daté du 16 mai 1874. 
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la représente dans un systeme de coordonnées ponctuelles.(^) L'exten8ion 
au cas ou plusieurs branches complétes sont " tangentes entré elles se fait 
immédiatement. 

2. Donnons une forme algébrique au théoréme géométrique que 
nous venons d'énoncer. 

Soit donnée une équation f{Xj y) = O a deux variables x et y, du 
degré m^ en x et du degré m^ en y, ou, ce qui est plus coramode, une 
équation homogéne du degré m^ en x^ et x^j et homogéne du degré w, 

en y^ et y^. Si Ton détermine par les valeurs de ^ et ^ qui satisfont 

a cette équation des droites de deux faisceaux aux ccntres P et ^ (et 
si Von choisit les droites fixes x^ = O, rr^ = O, y^ = O, y, = O ainsi que 
la droite PQ ne corresponde pas a elle-méme), Téquation, que nous écrirons 
toujours f{xj y) = O, representera une courbe de Tordre n = w^ + w^ 
ayant un point w^-tuple a P et un point w^^-tuple a Q. 

En égalant a zéro le discriminant ^{x) de f{x^ y) par rapport ä y, 
on aura Téquation en x qui représente les tangentes passant par P, y 
compris les droites joignant P aux autres points multiples, a Texception 

de Qj autant de fois que la courbe _ Z = o — qui sera la polaire de 

P si la droite y^ = Q colncide avec la droite PQ — a d'intersections con- 
fondues en ces points, et non compris les tangentes en P a moins qu'elles 
n'aient plus de m^ + 1 intersections confondues. Le discriminant (piy) 
par rapport a x représente de la méme maniére les tangentes passant par 
Q. Les ordres de ces deux discriminants ^{x) et (piy) se trouvent par la 
premiére formule Pluckerienne. (^) Si P et ^ sont les seuls points mul- 
tiples de la courbe auxiliaire, celle-ci sera de la classe: 

C) Voir aux endroits cités, ou ä la page 212 du vol. X des Mathematische An- 
nalen. M. Catlet s^est servi en 1866 du méme procédé (On the Higher Singularities 
of a Plane Curve. Quart. Journ. vol. VII), mais 'sans énoncer directement le théoréme 
dont nous parlons ici. 

(*) Remarquons, du reste, que, dans ce qui suit, on se sert seulement de la diffé- 
rence des ordres des discriminants, quon obtient, sans aucune application des équations 
Pluckeriennes, en égalant les nombres totals des tangentes k la courbe / = O qui passent 
par P et Q. La méme observation a permis une simplification de la demonstration de 
M. Bebtini du théoréme sur la conservation du genre (Comptes rendus t. LXX p. 742), 
que je rappelie parcc qu'elle me scmble montrer quil ne soit pas — comme dit M« 
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n' = (mj + m,)(mj + m, — 1) — Wj(m, — 1) — m^{m^ — 1) = 2m^m^, 

Supposant encore qu^aucune droite par P ne rencontre la courbe en plus 
de m^ + 1 points colncidant avec P, on aura 2m ^{m^ — 1) tången tes qui 
passent par P sans avoir P pour point de contact. Ce nombre est donc 
Tordre du discriminant f?(a;), et il ne cesse pas de Tötre dans les cas oii 
les suppositions faites ici ne sont pas en vigueur. De méine, le discri- 
minant (^(y) est de Tordre 2m^{m^ — 1). 

Considérons maintenant un point singulier ou simple M de la courbe. 
Si aucune tangente en M ne passé ni par P ni par Q^ ce point correspond 
ä des facteurs de la méme multiplicité (zéro, si le point est simple) de 
tous les deux discriminants; mais si MP a v^ points d'intersection colnci- 
dant avec My et si MQ en a i^j, et si lon désigne par ^ le degré de 
multiplicité du facteur {a^x^ — ^1^2) ^^ discriminant ip{x) qui détermine 
PMj et par tj le degré de multiplicité du facteur {b^y^ — KVr) du discri- 
minant (piy) qui détermine QM, il résulte du n*" 1 que Ton a: 

(1) f— 7 = ^.-^1^ 

les deux membres de cette équation indiquant de combien le degré de 
multiplicité tangentielle de MP dépasse celui de MQ. 

En appliquant la formule (1) a tous les points de la courbe, et en 

substituant a 2_S ^* \^ ^^^ expressions 2m^{ni^ — 1) et 2m^{ni^ — 1) des 
ordres des discriminants, on trouve 

(2) 2(m.-mJ=^(v,-v,X 

ou il suffit évidemment d'étendr« la sommation aux points de la courbe. 
qui donnent des valeurs différentes entré elles de v^ et v^. 

ScHUBERT dana les Mathematische AuDaleo t. XVI p. 180 — une Dherechtigte Forderungj> 
& la simplicité géométrique de la demonstration de ce thcorémc quelle repose seulement 
sur le principe de correspondance. On verra du present article que je ne regarde pas 
méme, dans ce cas, Tusage de ce principe comme avantageux s il y a des singularités 
supérieures, ni non plus pour Textension du théoréme. Je saisis Toccasion pour faire 
observer que la faute, montrée par M. Schubert^ d'une demonstration qui porte mon nom 
dans le livré de Clebsch-Lindemann (p. 681) n appartient pas & moi, ce que montre aussi 
•la note de M. Lindemann en bas de la page citéc. 
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Pour donner un sens purement algébrique aux formules (1) et (2) 
nous avons seulement a remarquer . encore que v», {ou u^) est le degré de 
multiplicité du facteur a^x^ — a^x^ [ou \y^ — \y^ quohtient f{x, y) pour 

^ = -1 ( OW -1 = -L I. 

3. Appliquons premiérement la formule (1) au cas oii m^ =ni^ = 2, c^est 
a dire a une forme binaire et du second ordre en deux couples de variables. 
Alors les deux discriminants seront des formes binaires quartiques. 

Supposons maintenant que le discriminant ^(x) contient le facteur 
quadratique (öjO^j — ^1^2)^- ^^ égalant ce facteur ä zéro, on rendra 
la forme donnée égale a un carrc (ft^^ — hV^Y- 

Aux valeurs ^ = ^ et — = 7^ correspond ici, dans la formule (1), 

f = 2, ^2 = 2, et on a évidemment v^ ^ 1. Il en résulte que rjylj 
mais alors il faut que pour b^y^ — b^y^ == O la forme donnée ait le 

facteur (0^0:^^ — ^i^^Yj ^^ ^^^^ V^^ v», == 2, ly = 2. 

Les deux discriminants auront donc en méme temps deux facteurs égaux 
ou bien; leurs discriminants doivent s'cvanouir en méme temps. Ces 
discriminants de ip{x) et <p{y\ qui sont des fonctions rationnelles des 
coefficients de la forme donnée, sont donc égaux, a un facteur numérique 
prés, qui doit étre, a cause de la symétrie, egal a + 1 ; en choisissant un 
simple exemple(*) on voit qu'il a la valeur de + 1- La forme donnée 
représente, dans le cas ou le discriminant commun aux deux discriminants 
^{x) et (p{if) est egal a zéro, ime courbe a un nouveau point double (a 
cöté de P et Q). 

Note. Il en sera autrement dans les cas ou m^ ou m^ est > 2. Si 
m^ > 2 il devient possible que v^ = 3, et si m^ > 3 il sera possible qu'en 
égalant a zéro deux facteurs égaux entré eux du discriminant f!(x) on 
réduise la forme donnée a contenir deux couples de facteurs égaux entré 
eux. En faisant usage de faits connus de la théorie des systémes de 
courbes, (^) on trouve que les discriminants des deux discriminants jr(a:) 

C) Si la forme est (a^x^* + (i^x^*)y^y^ + (ft.y, ' + h^y^^)x^x^ le discriminaDt des 
deux discrimiDants sera, å un constant numérique prés, egal k a^*a^*b^*b^\a^a^ — ^1^2)* — 
cc qu on peut voir sans le calculer. 

C) Voir mon article sur les systémes de courbes planes dans le vol. X des Mémoires 
de TAcadémie Danoise des Sciences (5"*° serie). 
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et (pijf) ont en general un facteur simple commun correspondant aux cas oii 
la courbe represen tée par la forrae donnée a un point double, et que 
chacun d'eux contient encore deux fois un facteur correspondant aux cas 
ou une tangente double, et trois fois un facteur correspondant aux cas 
ou une tangente stationnaire, passé par P ou Q. 

4. Nous déduirons des conséquences ultérieures du fait que nous 
venons de trouver, que les deux discriniinants d'une forme binairc et du 
second ordre en deux couples de variables ont le mérae discriminant. 
Désignons les invariants des deux discriminants du quatriéme ordre ^{x) 
et ^(y) par \j j^ ; i^, j^j les lettres ayant les méines significations que 
dans les Le9ons de Clebscii-Lindemann. Alors on a identiquement 

ou bien 

ou ij et i^ sont des fonctions rationnelles du quatriéme degré, j^ etj\ des 
fonctions rationnelles du sixiéme degré, des coefficients de la forme donnée 
f(x, y)] car les cAefficients de ses deux discriminants sont du second degré. 
Le second facteur du premier membre ne peut étre décomposé en des 
facteurs rationtiels, a moins que ceux-ci ne soient aussi des facteurs de 
ij et i^, et par conséquent aussi de i^ — i^. Il s'ensuit, que chacun des 
deux facteurs du sixiéme degré du second membre soit aussi facteur de 
ij — i^y V^^ n'est que du quatriéme degré. i^ — i^ est donc egal a zéro, 
et par conséquent aussi j\ ■ — j\ ou j\ + j\. On a donc identiquement 
h ^^ h^ ^\ ~ ±^^2- Un exemple(^) montre qu'il faut prendre le premier 
signe. 

Nous avons donc démontré que les deux discriminants d'une forme 
hinaire et du second ordre en deux couples de variables ant les mémes 
invariants. 

Nous avons énuméré ailleurs(^) les principales applications géomé- 

(*) Dans rexemple de la prcmiére note au n*' 3 od aura 

g 

C) Procecdings of the London Muthematical Socicty vol. X p. 196. . 

Acfa mathematiea. I. 23 
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triques de ce théoréme, qui se présente déja dans la transformation 
d'EuLER de la premiére intégrale elliptique. 

5. Revenons au oas general. La formule (2) du n*' 2 s'applique 
immédiatement ä la correspondance de deux courbes unicursales dont les 

points correspondaiits sont déterminés par les valeurs de ^ et ?^ qui 

«. Vt 

satisfont a fix, y) = 0. 

A un point x de Tune correspondent m^ points y de Tautre, et a un 
point y correspondent m^ points x. Pour une couple de points correspon- 
dants a et &, i^^ désigne le nombre des points V) qui colncident avec a 
lorsque y colncide avec b, et u^ le nombre des points y qui colncident 
avec by lorsque x colncide avec a. 

La géncralisation de la m<5me formule qui la rend applicable a la 
correspondance des points de deux courbes quelconques se fait par une 
application tres-simple de la formule trouvée elle-méme. Soit donnée 
une relation entré les points ^ et y de deux courbes algébriques des 
ordres n^ et w^, des classes n\ et n'^ etc, telle qu'ä un point x correspon- 

* dent /ij points y, et ä un point y, fx^ points x, Joignons le point mobile 

* o; de la premiére courbe a un point fixe P, et les points correspondants 
y ä un point fixe Q: alors il existe entré les faisceaux. Px et Qy une 
relation — représentée de la manicre indiquée dans le n*' 2 par le lieu 
des points d^interscction des droites Px et Qy — telle qu'a toute droite 
Px correspondent m^ = n^ . [i^ droites Qy, et a toute droite Qy correspon- 
dent m^ = w.^ . /ij droites Px. Cherchons, pour faire usage de la formule 
(2), les droites Px, telles que deux ou plusieurs des droites correspondantes 
Qy coincident entré elles, et les droites Qy, telles que deux ou plusieurs 
des droites correspondantes Px colncident entré elles. 

Des droites Qy correspondant a une droite Px peuvent colncider des 
trois manieres sui vantes: 

V La droite Px rencontre la premiére courbe en des points x\ x'\...x^''^ 

correspondant respectivement a des points y', y" y^''^ d'une droite passant 

par Q. Alors on aura entré cette droite et Px une correspondance 
représentée, dans le second membre de Téquation (2), par les nombres 
Vj =^ 1^2 = r, de fa9on que cette correspondance n'y ait aucune influence. 

2^ La droite Px rencontre la premiére courbe en plusieurs points x 
colncidant avec un point O. Alors il n'est pas nécessaire que les groupes 
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des /ig points correspondants coKncident entré eux; mais cette coincidcDce 
a lien toujours si les points x appartiennent a la möme branche com- 
pléte. En eflfet, les coordonnées des points voisins de O sur cette branche 
6'expriment par une variable t au moyen de series a puissances entiéres 
et croissantes, le point O correspondant a la valeur < = 0; car telle est 
la definition d'une branche coinpléte. Le groupe des /i^ points y qui 
correspondent a un point raobile x de la branche, dépend d'une maniére 
uniforme des coordonnées du point Xy par conséquent aussi de la variable L 
Il ne correspond donc aussi qu'un seul groupe a ^ = O, et a deux points 
coHncidant avec O deux groupes colncidant entré eux.. Il est evident de 
plus qu'en méme temps que x parcourt la premiére courbe d^une maniére 
continue, les /i^ points y qui y correspondent se mouvront d*une maniére 
continue sur Tautre courbe. Aucun d'eux ne peut passer d'une branche 
compléte d'un point singulier a une autré; car on peut faire correspond re 
d'une maniére uniforme a la seconde courbe une nouvelle courbe ou les 
différentes branches complétes sont remplacées par des points distincts, et 
par conséquent un passage d'une branche a une autre par un mouvement 
discontinu. Il s'ensuit qu'on peut regarder, dans la recherche actuelle, les 
points de Vune ou Tautre des deux courbes qui coincident sans appartenir 
ä la méme branche compléte comme des points distincts. 

3*" La droite Px passé par un point x auquel correspond un groupe 
de points y dont plusieurs colncident entré eux. 

Nous voyons ainsi que, pour avoir tous les termes différents de zéro 
du second raembre de Téquation (2), il suffit de considérer la correspon- 
dance d'une droite par F rencontrant une seule branche de la premiére 
courbe en p^ points x coKncidant avec un point fixe a, et d'une droite par 
Q rencontrant une seule branche de la seconde courbe en p^ points y 
colncidant avec un point fixe b, et de supposer que u^ des /i^ points y 
qui correspondent a a colncident avec b, et u^ des /ij points x qui corre- 
spondent a b colncident avec a. Alors on obtient 

(3) 2(nj/i, — w,// J = 2] (/?! i', — />, v^ ) , 

ou la somme V est étendue ä toutes les couples de points correspondants 

des deux courbes qui donnent des termes différents de zéro — et a 
autant d'autres qu'on veut. Afin d'y distinguer Tinfluence des singularités 
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des courbes de celle de la natiire de la correspondance, nous ferons usagc 
de la transcription suivante 

(4) />jV, —Pt^i = (/>! — l)v, — (/?, — Ijv^ + (v, — Vj). 

Pour le premier tenne [p^ — \)v^ il suffit d'étendre la soinmation a 
tous les points a de la premiére courbc oii une seule branche est ren- 
contrée par une droite passant par P en plus d'un point [p^ > 1), et a 
tous les points de la seconde courbe qui y correspondent. Or la somme 
des valeurs des multiplicitcs v^ des points h correspondant a chacun de 
ces points a est égale a fi^. On obtient ainsi, dans la formule (3), le 
terme 

la sommation > étant étendue ici, et dans ce qui suit, a tous les points 

de la courbe (x) qui donnent des termes différents de zéro. 
On obtient de la méme maniére le terme 

la sommation > étant étendue ä tous les points de la courbe ^) qui 

donnent des termes différents de zéro. 
Il restera encore le terme 



S (^. - ^1 



) 



ou la sommation — exactement comme dans le cas de deux courbes 
unicursales — peut étre étendue a tous les cas oii deux ou plusieurs 
points correspondant a un seul point coKncidcnt entré eux. 
On parvient ainsi a la formule suivante 



(5) 



^ K - vj = /i. [^^(/>, - 1) - 2ri.J -//. ^{p, - 1) - 2ii, J, 



oii le facteur de //^ (ou fx^) dépend seulement de la courbe (y) (ou {x)). 
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Le point P pouvant étre un point quelconque du plan, on peut 
supposer qu'il ne se trouve ni sur une tangente singuliére ni sur la tan- 

gente en un point singulier de la courbe (x), 2, (pi — 1) ^^^ donc la 

somme de la classe n\ de la courbe (;r) et de \ ((^i — 1) oii (t^ est le 

degré de multiplicité d'une branche compléte quelconque de la courbe (x). 
On pose 

o\i j?, est appelé le gmre de la courbe (:r). En faisant de méinc pour 
la courbe (t/), on aura la formule 

(6) ^(v, - vj = 2f,,(p, - 1) - 2fi,{p, - 1). 

Dans le cas oii toutes les valeurs de u^ et p^ restent < 3 on peut 
substituer au premier membre de cette équation la différence du nombrc 
des cas ou deux points y correspondant a un seul point x colncident 
entré eux, et de celui ou deux points x correspondant a un seul point 
1/ coKncident, et on obtiendrait ainsi mon extension originaire du thcorénie 
sur la conservation du genre. La formule qu'on trouve alors est encore 
applicable au cas general si Ton regarde comme solutions multiples les 
couples de points correspondants oii u^ ou u^ est > 2 ; mais il est évidem- 
ment le plus simple d'employer alors immédiatement la formule (6), qui 
est due a M. Halpiien. 

6. A cause de la circonstance que Tapplication de la formule (6) 
ne demande aucune détermination de coefficients inconnus dépendant des 
ordres de quantitcs infiniment petites, elle est a prcférer — quand il est 
possible d'en faire usage — aux applications du principe de correspon- 
dance. Nous 4onncrons quelques exemples servant a montrer cet a vantage. 

On sait que deux courbcs des ordres n^ et w^ se rencontrent en 
Wj .n^ points. La détermination de ccs points dépendant d'une élimination, 
et le nombre de ceux qui coKncident avec un point de contact de bran- 
ches des deux courbes dépendant des ordres de distances infiniment petites, 
il ne sera pas possible de déterminer ce dernier nombre par la formule 
(6). De méme il sera impossible de déterminer immédiatement par la 
formule (6) le nombre des tangentes communes a deux courbes qui 
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colncident entré elles. Mais apres avoir déterminé Vnn de ces nombres, 
il sera possible d'en deduire Tautre par la formule (6), appliquée a la 
recherche d'une expression de la différence n\n'^ — n^n^ des nombres des 
tangentes communes et des points d'intersection des deux courbes. 

Etablissons, a cet effet, la correspondance suivante: la tangente a la 
premiére coiirbe (x) en un point x passé par les points correspondants 
y de Tautre. Alors on a, en faisant usage des notations du n** 5, 

(7) /ij = n\ , ;/, = 71, . 

En substituant, dans la formule (6), ces valeurs, ainsi que 

2(i>, - 1) = n, +^y, - 1) - 2n\ , 

ou (t\ est le degré de multiplicité tangentielle d'une branche compléte 
quelconque de la courbe (.r), et qui résulte de Texpression déja donnée 
du- genre, si Ton observe que deux courbes qui sont des polaires récipro- 
ques doivent étre du meme genre, et 

2(i>. - 1) = n\ + ^{a, - 1) - 2n, , 
on la rcduira a 

(8) n\n\ - n,n, =^(v, - .,) - n\ ^(o, - 1) + n, ^io\ - 1). 

Pour trouver les termes de la somme N (i;^ — vj qui sont différents 

de zéro, il faut distinguer les (juatres especes suivant^s pour la correspon- 
dance de X et y: 

1° Ni le point x ne coHncide avec y, ni la tangente en x avec la 
tangente en y: alors on a 



^i = ^\ ^ ^i = ^* • 



2"* Le point r coHncide avec y] les tangentes aux branches auxquelles 
appartiennent ces points sont différentes entré elles: alors on a (n** 1) 

^1 = ^1 + ^'i 1 ^t = ^t- 

3° La tangente a la branche a laquelle appartient x colncide avec 
la tangente a la branche a laquelle appartient y; mais ces deux points 
de contact sont distincts entré eux; alors on a 
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^ = ^x ^ ^« = ^i + ^%' 

m 

4° Les branches auxquelles appartiennent x et y sont tangentes entré 
elles, (t et y coKncidant avec le point de contact; alors on a 

»^1 = ^1 + ^\ > - v, = <T, + <t', . 

Pour trouver une expression plus simple du second membre de 
Téquation (8), il est le plus commode de rcunir, pour toute couple de 
points correspondants x et y ou, du moins, une des différences u^ — u^, 
a^ — 1 ou d^ — 1 est différente de zéro, la valeur de v^ — v^ aux 

termes correspondants de — *^'iV (^2 — 1) + ^2/. (^'1 — ^\ ^^^^ ^ ^^^^ ^ 

la valeur de {a^ — 1) qui appartient a y raultipliée par le nombre pour 
lequel compte la tangente en x dans celui des n\ tangentes a la courbe 
{x) qui passent par y — et prise au signe moms — et a la valeur de 
{a\ — 1) qui appartient å x niultipliée par le nombre pour lequel compte 
y dans celui des n^ intersections de la tangente en x avec Ja courbe «/.(^) 
En appliquant successivement ce procédé aux quatre espéces de 
correspondance on trouve (en donnant aux cas respectifs les mémes n**" 
que tout ä Theure) 

T a^ — a^ — (t\ — (ö-j + 0(^2 — 1) + ^2(^'i — 1) =^ — ^1^2 
3** (T^ + a\ — a\ — o\{(T^ — 1) + (^2 + ^'r){^\ — ') == ^'1^2 

La sommation des termes de la seconde espece devant ötre étendue a 
tous les points d'intersection de branches complétes des deux eourbes 
qui ne sont pas des points de contact, celle des termes de la troisiéme 
espece a toutes les tangentes communes qui ont des points de contact 
distincts, et celle de la quatrieme espece a tous les points de contact, 
la somme totale sera égale a S'{(t\(t\) — S{(T^(T^)y ou la somme S est 

(^) Dans les cas ou la position des eourbes n a rien de particulier, on trouve seule- 
ment que la différencc des nonibres des tangentes communes et des points dintersection 
est égale h n\n\ — ^i^S» H suffirait de considérer ici, ä cöté de ce cas g6néral, celui 
oii deux branches complétes sont tangentes entré elles. Voulant montrer avant tout la 
roéthode, nous ne nous y sommes pas bornés. 
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étendue a tous les cas oii des branches completes ont un point comrnun, 
/S" a tous ceux ou elles ont une tangente commune. En commen9ant 
par 'n'exécuter la premiére de ces soniinations que pour les branches 
passant par un seul point, on aura pour soinine a^ajj, ou a^ et a^ sont 
les muUiplicités totales de ce point appartenant aux deux courheSy de fa9on 
que ^(ö^iö^a) = ^(ctia^), ou aussi la somme S est étendue a tous les points 
conimuns aux deux courbes. On obtient de ménie ^^'(ö-jV^) = ^'(a^a'^) 
oä a\ et a\ sont les degres totals de multiplicité (Vune tangente commune 
aux deux courbeSy et oii la somme 8 s^étend a toutes ces tangentes. On 
trouve ainsi 

Le ' seul resultat contenu a cette formule qui ne soit pas evident iminé- 
diatement, celui que la différence du nombre des tangentes communes 
ä deux courbes qui colncident avec la tangente a deux branches com- 
pletes tangentes entré elles, et du nombre des points dMntersection colnci- 
dant avec leur point de contact, est égale a (t\(t\^ — (t^c^, est du a M. 
Halphen(^) dont la demonstration — de méme que celle de M. Smith (^ 
— différe entiérement de celle que nous venons d'en donner. 

7. Pour déduire les formules de Plmker on se sert ordinairement, 
soit d'intersections de la courbe donnée avec ses courbes polaires et avec 
sa courbe Hessienne, soit du principe de correspondance. Pour déterminer, 
par cette déduction, Tinfluerice de singularités supérieures on a besoin de 
connaitre les ordres des divergences infiniment petites des branches totales 
et partielles entré elles. Aussi Tabaissement de la classe, ou de Tordre, 
du fl un point singulier, ou a une tangente singuliére, dépend-il né- 
cessairement de ces ordres d'infiniment petites; mais indépendemment 
de ceux-ci il existe une relation entré les deux abaissements, ce qui se 
montrera par la circonstance qu'il suffit d'appliquer les procédés dont 
nous venons de parler <a la déduction d'une seale des formules PlCckéki- 
ENNES — par exemple de celle qui indique la classe d'une courbe d'ordre 



(*) Points singulicrs des courbes algébriques plancs. (Mémoires prés. par divers 
Savants XXVI, 2). Le théoréme ressort do la combioaison de 1 Art. I Théor. II Cor., et 
de TArt. IV Théor. V. 

(*) Procecdings of the London Matbeuiatical Society, vol. VI p. 167, 
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donné — pendant que les autres peuvent étre demon trées par une appli- 
cation de la formule (6) ou du théoréme sur le genre. L'influence des 
singularités supérieures sur ces derniéres formules se presentera alors d'elle- 
méme, sans aucune étude particuliére des ordres d'infiniment petits; 

Premiérement on a, en faisant usage de l'expression du genre et de 
Tidentité des genres de la courbe donnée et de sa polaire réciproque, les 
équations déja mentionnées 

(10) 2(p — 1) = n,' +y(a— 1) — 2n = n + Y(«r' — 1) — 2n', 

les notations étant les mémes que dans le n° 5, et les sommations étant 
étendues a tous les termos différents de zéro, et, évidemment, a autant de 
termes égaux ä zéro qu'on veut. Il est donc permis d'étendre toutes les 
deux sommations aux mémes points de la courbe. On déduit ainsi de (10) 

(11) 3(n' - n) = ^(^' - ^), 

ou la sommation s^étend encore ä tous les termes différents de zéro. 

On obtient une autre formule par Tapplication a une seule courbe 
d'une correspondance, semblable a celle du n° 6. On fait correspondre 
ä chaque point x de la courbe les n — 2 points y oii la tangente en x 
rencontre encore la courbe. Pour appliquer la formule (6) a cette corre- 
spondance il faut substituer 

/^i = n' — 2, /i, = w — 2, 

et il sera le plus commode de substituer a 2{p^ — 1) la seconde, et a 
2{p^ — 1) la premiére des expressions (10). On trouve alors 

(12) n'' — 6n' — n' + 6n = ^(v, — v,) — {n! — 2)S{a— 1) + (n — 2)y((T' — 1), 

ou toutes les sommes sont étendues a tous les termes différents de zéro. 

En. abordant la détermination de 7^(1^2 — vj, on rencontre premiére- 

, ment les mémes quatre correspondances de points de branches complétes 
distinct€S que dans le cas ou a; et ?/ appartiennent a des courbes diffé- 
rentes, et chacune de ces correspondances sera représentée, dans tout le 
second membre de 1'équation (12), par exactement les mémes termes que 

Acta mathtmatiea. I. 24 
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dans le second membre de Téquation (8). En observant eneore que 

chaque combinaison de deux branches qui ont un point commun ou une 

tangente coinuiune se présente ici deux fois, parce que Tune ou Tautre 

des deux branches peut contenir le point x de la correspondance, on voit 

que la somme de ces termes sera égale a ^[S[d^d^ — ^(^i^a))» ^^ l^s 

sommes S et S 8'étendent ä toutes les combinaisons de Tune ou Tautre 

de ces deux espéces. 

A cöté de ces correspondances de points x ^i y de branches dififé- 

rentes entré elles on a ä considérer, dans le cas actuel, celles ou les 

points correspondants x oi y coKncident entré elles sur une seule branche. 

Alors on a 

Vj = i/, = ö" + </ — 2. 

j;^ — Vj devient donc egal a zéro, de fa9on que ces correspondances ne 
seront représentées, dans le second membre de (12), que par les termes 
contenus dans 

- K- 2)^(^-l) + (n- 2)^(^-1), 
qui ont la valeur de 

— ((T + ^' — 2)(<T— 1) + ((T + (t' — 2){a — 1) = (<T + <t' — 2)((t' — a). 

La formule (12) se réduit donc a 

(13) y,'* — 6w' — «,' + 6n = 2S'(<T>',) — 2S(<t,<t,) + ^Sja^ — 2a' — ^' + 2a\ 

ou la dcrniére sommation s'étend a tous les points de la coiirbe qui 
donnent dos termes différents de zéro. 

8. II est possible de déduire des équations (11) et (13) une nou- 
velle relation qui ne dépend plus des multiplicités des différentes branches, 
mais, de möme que la formule (9), seulement des multiplicités totales des 
points et tangentes singuliers. En ajoutant, a cet effet, Téquation (11) 

a Téquation (13), oii il est permis d'étendre la sommation \ aux mémes 

termes, on trouve 

(14) n" — 37i' — n* + 3m = 26»',) — 2S{a^a^) + Vc^x" — (/ — ^* + ^). 

Réunissons ici les termes du second membre qui sont formés des degres 
de multiplicité a des branches d'un scul point a-tuple. On trouve 
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— <Tj <Tj .... Of CiO^O^ .... 2/Ty_irTj* "f" ^'i "f" <''2 "h • • • • "h ^J/ = — Ä "}■ <^» 

En faisant de mérne pour tous les points ou passé u ne ou plusieurs 
branches représentées dans le second membre de (14), et en réunissant 
d'une maniére semblable les termes appartenant aux différents contacts 
de toute tangente singuliére, on trouve 

(15) n" — 3n' — n» + Zn = Y(« ' — d) -Sy — «), 

ou a et a' sont les degres de multiplicité totale de tous les points sin- 
guliers et tangentes singuliéres. (^) 

Si la courbe n'a que des singularités ordinaires, les formules trouvées 
(10), (11), (13) et (15), dont trois sont indépendentes entré elles, se 
réduisent a un systéme de deux relations PlCckériennes augnienté d'une 
formule servant a exprimer le genre jp par les nombres PlOckériens. On 
a en effet, dans ce cas, en désignant par d et e les nombres des points 
doubles et cuspidaux, et par d' et e' les nombres des tangentes doubles 
et tangontes d'inflexion: 

^(^-l) = e, ^{a-l) = e\ ^(a' -^ <t) = e - e 

\a\a\) = d\ S{a,a,) = d, Vc^'» — 2a — ^» + 2<t) = e' — e 

S{a' — a) = 2d' + 2e\ Vca' — a) = 2d + 2e. 

On sait qu'il est possible d'appliquer les formules PlCckéhiennes 
aussi aux cas, ou la courbe a des singularités supérieures, en representant 
chacune de celles-ci par les équivalents PlCckéhiens introduits par M. 
Cayley, (^ que nous désignerons par <?, s, <?', s'. Les conditions imposées 
a ces équivalents par les formules qui nous occupent — auxquelles il 

(*) La sub3titution de Téquation (14) å (13) permettait d\$viter dintroduire un 
Dombre infini de termes par la separation des termes qui contienncnt o de ceux qui 
contiennent a\ — Notre formule (15) se distingue dune formule tout-ä-fait semblable de 
M. NÖTHER par les significations des lettres: ses k ne déäignent pas comme nos a les 
muUiplicités immédiates des points singuliers, mais celles des points multiples qui en re- 
sultent par une ddcomposition; et la mérne différence a lieu entré les significations de ses 
k^^^ et de nos a, 

(*) On tho Higher Singularities of a Plane Curve. Quarterly Journal of Mathe- 
matics, vol. VII. 
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faut ajouter celle quc leur impose la preiniere formule PlOckékienne — 
se présentent d^ellcs-nieines. Les forniules (10) donnent pour représenter 
une singularitc supérieure ( ^) 

(16) £ = ^(^-1), e' = ^(^'-l), 

et la différence ff — d peut étre déterminée par T une ou Tautre des 
équations 

(17) 2(d' — å) + (e' - e) = 2S'{a\a\) — 2S{(T,a,) + Y(<t" — 2a — a' + 2o) 

OU 

(18) 2{ff + e' - ^ - e) = ^(«'' - a) - ^(a* - a\ 

qu'on obtient de (13) et (15), les sommes étant étendues ä toutes les 
branches et combinaisons appartenant ä la sipgularité. 

Cherchons par exemple la representation de la singularité formée par 
j- branches complétes tangentes entré elles. 

Ayant alors 

a = S(a\ a' = ^V)> 

on trouve (16) et (18) 

e = a — ^, e' = a' — y 

2{ff + £—d—£) = («' — «)(«' + « — 1), 

d'ou 

(19) 2(0" — (?) = (£' — £)(e' + e + 2r — 3). 

Dans le oas oii ;* = 1 , c'est a dire pour une seule branche compléte, on 
trouve 

(20) 2(ö^ ~ d) = (e' — e)(£' + e — 1 ). 

Cette relation est due a M. Smith; (^ il n'est pas difficile d'en revenir ä 
réquation (19), si Ton appliqiie en méme temps Téquation (9) aux com- 
binaisons des branches. 

(^) Il pcut étrc commode de se servir des équivalents^ rempla^ant les siDgalarités 
sculemcnt dans les équations PlCckÉriennes propres, et dod pas dans celle qui exprime 
le genre. Alors il faut remplacer (16) par 

(*) Proceedings of the London Mathematical Society VI p. 166. 
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Le théoréme sur les intégrales définies affectées de coupures que vous 
avez démontré dans votre lettre a M. Mittag-Leffler, publiée par le journal 
de Borchardt, et dans votre cours ä la Sorbonne, peut se déraontrer fa- 
cilement par la considération des intégrales curvilignes et Tapplication du 
théoréme de Cauchy. Voici en quelques möts la demonstration. 

Soient F{ty z), G{ty z) deux fonctions holomorphes des deux variables 
indéfinics t et z^ et t^^ t^ deux valeurs quelconques, reelles ou imaginaires. 

Considérons Tintégrale définie j-Sj—fdt, prise suivant le chemin recti- 

ligne qui joint le point t^ au point t^. Gette intégrale a une valeur 
unique et finie pour tous les points du plan, que je désignerai par 0{z)y 
ä rexception de ceux qu'on détermine par la condition G{ty z) = O, en 
donnant ä t les valeurs comprises dans la formule 



K + KK - K) 

ou A prend toutes les valeurs reelles de O ä 1. On détermine ainsi un 
nombre fini ou infini de portions de courbes ou de courbes complétes 
pour lesquelles la fonction 0{z) cesse d'avoir un sens. 
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Soit C^ Tune de ces courbes, et un point M sur cette courbe 
d'affixe Z auquel correspond sur le chemin rectiligne t^t^ un point 0. 
Sur la normale en Jf a la courbe C^ et de part et d'autre de ce point 
prenons deux points N et N'j a des distances infininient petites de ce 
point; nous désignerons les affixes par C+ ^, et C+ £'• L'équation 
G{ty z) == O fait correspondre aux valeurs <r+ ^, C+ ^' deux valeurs 
ö + ^i> ö + Sjj, voisines de 6 et figurées par des points situés de part 





N'(^-»£') 



et d'autre du chemin rectiligne tj^. Supposons, par exemple, qu'ä la 
valeur C+ ^ corresponde pour t la valeur ö +s p et admettons en outre 
qu'a la valeur C Téquation G(ty z) = O ne fasse correspondre qu'une 
valeur 6 sur le chemin rectiligne tj-^. On pourra alors trouver un point 
t^ tel qu'ä rintérieur du triangle tJJ^ Téquation G{t, (J^^- ^) = O n'ait 

d'autre racine que la racine ö + ^i- La fonction ^.' ^ . n'aura alors ä 

rintérieur de ce triangle qu'un seul point critique, le point ö + e^ et 
Tapplication du théoréme de Cauciiy nous donne immédiatement 




6(^ C + e) 



dt 




F(t, C + g) 
6(^ C + B) 



dt + 




F(t, C + £) 
G(/, C+e) 



dt = 2inA 



A désignant le résidu de la fonction / ' t. relative au pole S -{- e^: 



A = B(9 + e,, C+e). 



Chacune des intégrales 



/./ 



est supposée prise comme la premiére sui- 



vant le chemin rectiligne. A chacune de ces intégrales est affecté un 
systéme de coupure différent, et différent du premier. Posons 
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2) 



'^' J 0{t, 
»1 



régalite précédente pourra s^écrire 

(1) ^(C + e) + 0,(: +e)+ 0,(: +e) = 2i;rR(Ö + e,, C + e) 

Donnons maintenant k z \s. valeur C+ ^'; la fonction sous le signc 
d'intégration sera holomorphe a Tintérieur du triangle t^t^t^j et le théo- 
réme de Cauchy nous donnera 

(2) 0(C + e') + 0,{C+ e') + (/),(C + £') = 0. 
Retranchant membre a membre les égalités (1) et (2), il vient: 

<P(C + £) - <P(C + e') = mc + o - <l>^i: + e)] + m: + e') - 0,{C + e)\ 

+ 2i7rR{e + e,, C + e) 

Si maintenant on fait tendre e et s' vers zéro, chacune des fonetions 
0^{z), 0^(2) étant holomorphe pour z = C9 les deux différences contcnues 
dans le second membre tendent vers zéro et il vient pour la dififérence 
cherchce 

<P{N) — (1>{N') = 2i7:R{e, O, 

i?(ö, O désignant le résidu de la fonction ^ * y relatif au pole t =^ 0. 

On voit aussi de quelle maniére doivent ötre supposés pris les points 
N et N'y sans qu'il soit besoin dMnsister lä-dessus; le point JV(C+ e) doit 
étre tel qu'un observateur parcourant le chemin rectiligne t^t^ läisse a 
sa gauche le point 6 + e^ correspondant 
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La demonstration précédente n'a pas Tavantage, coinme celle que 
vous avez donnée, de n'exiger que des considérations élémentaires sur 
les intégrales définies. Cependant, en raison méme de sa généralité et 
de ses rapports avec le théoréme de Cauchy, il m'a semblé qu'elle n'était 
pas dépourvue d'intérét. 
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MÉMOIRE SUR LES FONCTIONS FUOHSIENNES 



FAR 

H. POINCARE. 



§ 1. Series Thétafuch»ienneH. 

Dans un mémoire antérieur, j'ai montrc comment il est possible de 
former des groupes discontinus avec des substitutions de la forme: 



(1) 






en choisissant les coöfficients a<, /S^, y^, åt de telle fa9on quc les diverses 
substitutions du groupe n'altcreiit pas un certain eercle appelé cercle 
fondamental. Je supposerai dans tout ee qui va suivre que ce eercle 
fondamental a pour centre Torigine et pour rayon Tunité, de telle sorte 
que son équation soit: 

mod. z = \. 

Je eonsidére un de ces groupes discontinus, dits grotqyes fuchsiens, que 
j'appellc» G: A ce groupe correspondra une decomposition du eercle 
fondamental en une infinité de polygones normaux 2?, tous congruentfi 
entré eux. 

Je mc propose de démontrer qu^il existe toujours un systeme de 
fonctions uniformes de z qui demeurent inaltérées par les diverses sub- 
stitutions du groupe G et que j^appellerai fonctions fuchsiennes. 

A cet efifet j'envisage les diverses substitutions de G comprises dans 
la formule (1) et je pose pour abréger: 

Aeht Uathematifrt, I. 25 
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comine je \\\\ fait au § 3 du niémoiro cité. Jo foriiK» ensuito la serie: 



o 



ou m est un entier positif plus grand que 1. 

Je vais démontrer que cette serie est convergente en faisant sue- 
cessivement diverses hypothéses: 

1° Supposons d'abord que z soit intérieur au eerele fondamental: 
il sera alors intérieur a Tun des polygones B, par exemple au polygone 
Bf, qui correspond a la substitution de G qui a pour indice li et qui s ecrit: 

(«. fk{z)) 
Soit: 

Mz)^fi[Mz)] 

La substitution 

{z, ft(z)) 

fera partie du groupe G et correspondra a un certain polygone R^. Puis- 
que z est supposé intérieur ä Rf,, fi{z) sera intérieur a i2^. 

Supposons que Ton déerive autour de z un eontour tres petit C^, 
enveloppant le point z et étant situc tout entier a Tintérieur de iJ^; le 
transformé do C^ par la substitution [z, /I(^)] sera un eertain eontour tres 
petit Cj, enveloppant le point /J(^) et situé tout entier a Fintérieur de R^. 

Afin d'établir la eonvergence de la serie (2) nous allons démontrer 
successivenient un certain nombre de lemmes. 

Lemme i. La somme des surfaces de tous les eontour s C\ est égde å 
ufie quantité finie C. 

En effet ces différents contours C^ en nombre infini sont tous in- 
térieurs au cercle fondamental; de plus ils nont aucune partie commune 
puisque chacun d eux est tout entier intérieur a Tun des polygones R. 
La somme de leurs surfaces est donc plus petite que la surface du cercle 
fondamental. Elle est donc finic». C. Q. F. D. 
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Lemme II. Le rapport de la plus gramle ä la plus petite valeur que 

puisse prendre le module de -ir quand z reste intérieur ä C^ est plus petit 

quune certaine quantité K indépendante de i. 
En cflfet on a: 

d/i 1 



^\» 



dz {^iZ + di) 



1 f 1 

Le iiiodulc de -7- est douc égal a — ^ — 1 divisé par le carré de la di- 



^i T . - ^i 



stanee du poiiit z au poiiit — — . Les points sont les- divers traus- 

forinés du point 00 \ ils sout done tous extérieurs au cerele fondameiital 
eoiiime le point co lui-méme et ils ne peuvent ctre infiniment voisins les 
uns des autres que dans le voisinage de ee cerele. Soient M^ et w^ la 
plus grande et la plus petite valeur que puisse prendre ce module quand 
z reste intérieur a C^\ soient a et ft la plus grande et la plus petite 

distanec du point au contour C^\ nous aurons évideniment: 

Mi _ a^ 
Mi 6* 



Oi 



Or tous les points sont extérieurs au cerele fondamental. Soient 

donc ^ et Z? la plus grande et la plus petite distance de lorigine, centre 

du cerele fondamental, au contour C\. Ces deux distances seront plus 

petites que 1 puisque C\ est tout entier intérieur au cerele fondamental. 

On a alors: 

a<l + A b> 1 — B 

d'ou 

3^ (i±Ay 

nii ^\l—B) 
D^ailleurs [ p ) = ^ ^*st indépendant de /. C. Q. F. D. 

Lemme III. On a quel que soit i 

Mi < K — 
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En ettet soit z = x + iy, la surface du coiitour C\ sécrit alors 

G^ = ff dx dy 
et la surface du contour C, 

^'^ j j L""^^- ^ J '^"^ ^^ 

leö deux iiitégrales doubles étaiit prises a Tiutérieur du contour C^. On 
a donc 

Ci > ffm\ dx dy > m\ C, 
ou bieii 



Ci 




\ 


31? 


<ä:* 


c, 



OU eiifiii: 

C. Q. F. D. 

Rieii ii'e8t plus aisé maiuteimnt que d'établir la coiivergeiice de la 
serie (2). Supposons en ettet d'abord m = 2 ; nous aurons a envisager 
la serie: 



(2) 



Or nous aurons: 



2 mod. (§)■ = ^ mod. (n. + 3i) 



— 4 



Les termes de la serie (2) sont donc plus petits respectivenient que — - 

multiplié par le terme correspondant de la serie > C^ dont la somme est 

un noinbre fini C d^aprés le lemme I. 

La serie (2) aura donc aussi une somme finie S. On a par consé- 
quent a fortiori quel que soit i 

mod. ^ < VS 
dz 
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On aura doiic pourvu que m > 2 

m— 2 



(-• i)"< (-• t )'«- 



C est a dire que chaque tcrme de la serie N (mod. -^j est plus petit que 

m— 2 

la constante ST^ multipliée par le tcrme correspoiidant de la serie 
\ (mod. -p] qui est convergeiite. 

La coiivergence de la serie (2) est doiic déinontréc et il 8'agit ici, 
iion d'uiie semi-convergcnce, mais d'une convergence absolue puisque tous 
les ter mes de la serie sont positifs. 

2** Supposons mahitenaiit que le point z soit extérieur au cercle 
fondameiital. 

Si le point z est Tun des poiiits — -, Tun des termes de la serie 

Ti 

est iufiiii et la convergence est impossible. Supposons donc que le point 
z ne se confonde avec aucun des points ^^-^, je dis que la serie (2) sera 

encore convergente. 

Considérons en effet un autre point z^ intérieur au cercle fondamental. 
La serie 



^\— -*w» 



(2-) ^ mod. (^)"= S ^od. (r... + Si) 

est convergente cl'aprcs ce quon vient de voir. Je dis qu'il en est de 
ménie de la série 



(2) 



S-^^i- (f)'"=S'"^^-(^'^+^'r'". 



En eftet nous pouvons trouver une liniite supérieure R de mod. Iz^ + —] 
et une limite inférieure r de mod. Iz -{ — ^|; car les points ^H-^ ont un 

V rj Ti 

module fini et limite et ils ne sont pas infiniment rapprochés du point z. 
On a donc: 

mod. (TiZ + åi)-^"' 2J2m * 



mod. (ri«i + åi)-^"" r^"» 
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- J multipUé 

par le terine correspondant de la serie (2*) qui est coiivergente. 
La serie (2) est doiic aussi convergente. 
• 3° Supposons maintenant que le point z soit sur la circoiifcrence 
du cerele foiidameiital. La demonstration précédente sera encore applicable 
pourvu que le point z ne soit pas infiniment rapprochc d'une infinitc de 

points 11-^. C est ce qui arrivera si le point z appartient å Tun des 
Ti 

cötés de la 2"® sorte de Tun des polygones R, La serie (2) est alors 
convergente. Dans le cas contraire, les termes de la serie (2) sont suscep- 
tibles de croitre indéfiniment, de sorte que la convergence n'a pas lieu. 
Les points de la circonférenee du cerele fondaniental se divisent en 
deux classes, les uns appartiennent a Tun des cötés de la 2™*" sorte de 
Tun des polygones JS; les autres, qui ne satisfont pas a cette condition, 
s'appelleront les points singuUers essentiéls du groupe G, de sorte que la 
condition de convergence de la serie (2) pourra s'6noncer ainsi: le point 

z devra ne se confondre ni avec attcun des points ^^^— ^, ni avec aucun des 

Ti 

points singuUers essentiéls du groupe G. 

La serie (2) définit une fonction de z, mais cette fonction n est pas 
nionogene, comme on le voit aisément daprés la forine meme de la serie. 
La somme de la serie (2) dépend également du groupe G et si on suppose 
que les coéfficients des substitutions fondamentales de ce groupe sont des 
fonctions d'un certain paramctre /, la somme de la serie (2) sera aussi 
une fonction de t. 

Une petite digression est nécessaire pour me permettre d'exprimer 
plus nettement ma pensée, Reportons-nous au § 11 du mémoire sur les 
groupes fuchsiens, paragraphe intitulé: Formation effective des groupes 
fuchsiens, et prenons pour fixer les idées Texemple I de ce paragraphe. 
Dans cet exemple, il s'agissait de former les groupes fuchsiens de la 3"® 
famille, engendrés par un polygone normal de 2n cötés de la 2"® sorte. 
Nous avons vu que les coöfficients des n substitutions fondamentales de 
ce groupe ne sont assujettis qu'a des inégalités. Il est donc poösible de 
les exprimer en fonctions rationnelles de 3w paramétres arbitraires 
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assujettis seulement a étre réels et a satisfaire a certaines incgalités. Les 
coéfticients de toutes les substitutions du groupe sont alors, comme ceux 
des substitutions fondamen tales, des fonctions rationnelles des paramétres 
u. De plus il est evident que tous les groupes diflférents que Ton obtient 
en attribuant aux ii différents systcmes de valeurs, sont tous isoinorphes 
entré eux, 

Ce qui précéde peut étre étendu au oas le plus general et, pour 
énoncer plus facilement les resultats qui vont suivre, je vais introduire 
une definition nou velie qui nous sera uti le dans la suite. Considérons 
deux polygones norniaux R^ et R^] je suppose qu'ils soient désignés de 
méme dans le systcme de notation du § 7 du mémoire cité. Les cycles 
de chaque catégorie seront en méme nombre dans R^ et R'^ et ils se 
correspondront un a un. Je suppose de plus que la somme des angles 
de Rq qui appartiennent k un méme cycle de la V""^ catégorie, est la 
méme que la somme des angles du cycle correspondant de R\. Je dirai 
alors que les deux polygones, ainsi que les deux groupes qu'ils engendrent, 
font partie de la méme classe. Il est clair que dans ce cas les deux 
groupes sont isomorphes entré eux. 

Considérons donc une infinité de groupes appartenant a la méme 
classe C et dérivés de n substitutions fondamentales, Prenons n substitu- 
tions quelconques et cherchons si elles peuvent étre prises. pour les sub- 
stitutions fondamentales d'un groupe discontinu appartenant a la classe C. 
Nous trouverons en general que leurs coöfFicients doivent satisfaire a cer- 
taines égalités et a certaines inégalités. Ces coöfficients pourront alors 
s'exprimer rationnellement en fonctions de p paramétres arbitraires 

assujettis seulement a rester réels et a satisfaire a certaines inégalités. La 
seule différence avec Texemple I du § 11 c'est que Ton a en general 

P<3n, 

au lieu de p = Sn. 

Deux groupes qui sont de la méme classe sont en general de la méme 
famille. Il y a cependant des exceptions. Ainsi reprenons Texemple I du 
§ 1 1 que j'ai cité plus haut. Les groupes envisagés sont en general de 
la 3"*^ famille ; mais dans certains cas limités, ils peuvent se réduire a des 
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groupes (le la 2°"® ou de la 4"® familles. En general un groupe de la 
2°*® famille ou de la 4"® famille peut étre regardé comme appartenant a 
une classe fonnée de groupes de la 3"* famille qui ne se réduisent ä la 
2"* et a la 4™® familles que pour certaines valeurs particuliéres des 
paramétres u. De méme un groupe de la 6"® ou de la 7"*" familles peut 
étre regardé comme appartenant a une classe formée de groupes de la 
o"*" famille, qui ne se réduisent a la 6"® ou a la 7"® familles que pour 
certaines valeurs particuliéres des paramétres u. Gette remarque nous 
sera utile dans la suite. 

Ainsi il existe des classes de groupes fuchsiens qui sont tous iso- 
morphes entré eux ; les coöfficients de leurs substitutions sont des fonctions 
rationnelles de certains paramétres réels w, assujettis ä certaines inégalités. 
Si Ton forme la serie (2) a Taide des différents groupes appartenant ä 
une méme classe, la somme de cette serie sera évidemment une fonction 
des ti] je dis que ce sera une fonction contimie de ces paramétres. 

Il est clair que chaque terme de la serie, étant rationnel par rapport 
aux w, sera une fonction continue de ces paramétres; mais cela ne suffit 
pas pour qu'il en soit de méme de la somme de cette serie. Si nous 
considérons en eflfet une serie 

8{x) = F,{x) + F,{x) + + Pn{x) + 



dont les termes sont des fonctions continues de x et qui est convergente, 
la somme S{x) de cette serie peut étre une fonction discontinue de x. 
Mais faisons une hypothése de plus. Supposons que quand on a: 



(3) x.^x^x, 

on ait: 

mod. Fn(x) < Cn 

et que la serie 

C^ + C, + ........ + Cn + 



soit convergente; on sait que 8{x) restera fonction continue de x tant que 
cette variable satisfera aux inégalités (3). Ce resultat est d'ailleurs facile 
a étendre au cas de plusieurs variables. Ainsi pour démontrer que la 
serie (2) est une fonction continue des ?/, il suffit de faire voir que Ton 
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peut trouver une infinité de noinbres positifs /l^ (indépendants des u), tels 
que la serie \ yl^ soit convergente et que Tinégalité 



( 



mod. ^ j <Ai 



soit satisfaite quels que soient les ?/, pourvu que ces paramétres restent 
conipris entre certaines limites qui peuvent d'ailleurs étre aussi voisines 
que Ton veut du systeme de valeurs poup lequel on veut démontrer la 
continuité de la soinme de la serie (2). 

Pour démontrer cette continuité, je vais faire usage de certaines 
considérations qui me fourniront en méme temps une demonstration nou- 
velle de la convergence de cette serie, ce qui ne sera pas inuti le, vu 
rimportance de ce resultat. Je vais rappeler quelques-unes des definitions 
du § 2 du Mémoire sur les groupes fuchsiens. Dans ce paragraphe j'avais 
appelé figures congruentes deux figures qui sont les transformées Tune de 
Tautre par une substitution linéaire a coöfficients réelsl Posant ensuite 



z = X + yV — 1 
j'avais appelé L d'un are, Tintégrale 

mod. dz 

y 

prise le long de cet are et S d'une aire plane Tintégrale 





prise ä Tintérieur de cette aire. 

La L d'un are et la S d'une aire sont des invariants pour ces figures, 
c'est a dire que deux arcs congruents ont méme L et que deux aires 
congruentes ont méme S. 

Plus tärd au § 12 du mémoire cité, j'ai envisagé des groupes de 
substitutions qui n'étaient plus assujetties a étre reelles, mais a conserver 
un certain cerde fondamentaL Par ime extension toute naturelie, deux 
figures seront dites congruentes lorsqu^elles seront transformées l'une de 
Tautre par une substitution linéaire conservant le cercle fondamentaL II 

Arta Ataffirtnatica. I. 26 
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y aura pour les arcs et les aires deux invariants analogues ä ceux que 
nous avons rencontrés dans le cas des substitutions reelles et que nous 
appellerons par extension L et 8. Par exemple dans le cas qui nous 
oceupe, le cercle fondamental a pour centre rorigine et pour rayon 
Tunité. Posens 

J'appellerai L d'un are, Tintégrale 

dz 



/mod. dz 



prise le long de cet are et 8 d'une aire Tintégrale 

pdpdca 




S\2 



(!-/>•) 



prise a Fintérieur de cette aire. On vérifie aiscment que deux arcs con- 
gruents ont niéme L^ pendant que deux aires congruentes ont méme 8. 
Considérons un cercle ayant pour centre Torigine et pour rayon />• 
La 8 sera: 

i3;r 






La L de son rayon sera: 

R =, C ^P _ 1 r 1 + /> 



f 



O 

Nous appellerons cette quantité le B du cercle. 
On a, en fonction de JR: 

e'Ä— 1 



/> = 



e^Ä + 1 



Sf = ^ (e^Ä + e-2Ä _ 2) 
4 



Passons raaintenant ä la demonstration de la convergence de la serie 
(2), . et supposons pour fixer les idées que le point z est intérieur au cercle 
fondainental ; la demonstration s'étendrait sans peine au cas general. 



*«1 
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Nous décrirons autour de z un contour G^ que nous pourrons prendre 
assez petit pour qu'il soit tout entier a Tintérieur de Tun des polygones 
JB, de Uj, par exemple. Quand les paramétres u varieront entré les limites 
que nous leur avons fixées, les polygones R varieront, niais nous pourrons 
toujours supposer que C^ est asséz petit pour rester constamment tout 
entier ä Tintérieur de Ri,. Si nous considérons maintenant les différents 

transforinés du point z. c'est a dire les différents points ?:^_jL±l chacun 

de ces points sera contenu a Tintérieur d'un petit contour C^ situé tout 
entier a Tintérieur d'un certain polygone Rt ainsi qu'on Ta vu plus haut. 
Tous les contours C^ seront congruents eutre eux et extérieurs les uns aux 
autres. 

.J'appellerai ö* la iS de C^ qui sera eelle de tous les C^. Si je con- 
sidére maintenant diverses circonférences coupant orthogonalement le cercle 
fondamental et les ares de ces circonférences qui sont interceptés par 6'^, 
la L de ces arcs restera inférieure a une certaine limite que j'appelle A. 

Démontrons maintenant quelques lemmes. 

Lemme IV. Considérons les points transformés de z, c est ä dire les points 

YiZ + di 

qui sont intérieurs ä un cercle C qui a pour centre Vorigine et pour rayon 

. e^^' — 1 
^ "" e^Ä' + 1 

le nombre de ces points est plus petit que: 

JL(e2(Ä'+A) + e-2(^'+^> — 2) 

En cffet soit N ce nombre. 

Si un point ^*^ "^ \* est intérieur au cercle C, le contour (7, correspon- 

YiZ + di 

dant sera évidemment tout entier a Fintérieur du cercle C qui a pour 
centre Torigine et dont le R surpasse de A celui du cercle C, c'est a dire 
don t le R est egal a E' + A. 

Il y a donc a Tintérieur du cercle C" au moins N contours C< dont 
la 8 totale est égale a N<r. 
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Or la S du cercle C est 



n 



4 



On a donc: 



n 



N < — {e2C«'+^) + e-2<*'+^> — 2) 

4<T 



C. Q. F. D. 



Lemme v. On a identiquenient : 



mod. 



1 



(ri« + Si) 



- mod. l^-^] 
XTi^ + Oif 



1 — mod. a* 



En effet envisageons un contour infiniment petit C^ dccrit autour du 
point z et le transformc C\ de ce contour par la substitution 






Soient £e>^ et cy^ leurs surfaces, on aura: 



an 



= mod. 



' Ti^ + Si 
dz 



= mod. 



1 



{nz + d,)' 



Les S de cd^ et de ö>< seront: 



//. 



dx dy 



O). 



{l — mod,zT (1— mod.O 




dx dy 



€0i 






Or ces figures sont congruentes et ont méme S. 
On a donc 



1 



an 



Vri« + Si) 



1 — mod. «* 
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doii: 

I 

mod. 3 = - 

{jiZ + åi^ 1 — mod. Ä* 

C. 0. F. I>. 

Considérons deux cercles ayant pour centre l'origine et passant, Tun 

par le point z et Tautre par le point "'^ ^* . 

YiZ + Oi 

Soit ^ le 22 du premier cercle et B' le R du second cercle. On aura: 

e«^ — 1 , aiZ + ^i e^^' — 1 

et enfin 

1 e'^ + c-2^ + 2 



mod. 



(r»« + ö^)^ e2«'+6-^^'+2 



TiiÉORÉME. La serie (2) est convergente, 

Décrivons en effet une infinitc de cercles ayant pour centre commun 
Torigine et dont les R croissent en progression arithmétique. Soient K^j 
Äj, . . . • iir„, . . . ces cercles, et soit nr le R du cercle K^. 

Ecrivons la serie (2) sous la forme suivantc: 

(2 bis) v =[/; + [/, + {/, + + U^ + 



On obtient le tcrme U^ de la serie (2 bis) en groupant tous les termes 
de la serie (2) qui correspondent a des points ^'^ ^^ compris dans la 

couronne circulaire située entré les deux cercles -Sl„_i et K^. 

Comme les termes de la serie (2) sont positifs, un pareil groupement 
est licite et la convergence de la serie (2 bis) entraine celle de la serie (2). 

Le nombre des termes de (2) groupés ensemble dans le termé U^ 
est, en vertu du Lemme IV, plus petit que 

_^g2(#ir+A) ^ g-2(iir+A) 2) < — e'^"'"+^> 

Chacun d'eux est, en vertu du Lemme V plus petit que 



/ e^-^ + e-^-< + 2 \^ U^^ + e-^^ + 2 \ 

^g2Cnr-r) _^ ^_2(iir-r) ^ 2/ \ ^'^{nr^r) j 



m 
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On a donc 






Posons : 



4(7 



on aura: 



(3) P. < i=^ 

A" sera une coiistante indépendante de n et le second ineinbre de Tinégalité 

(3) sera, puisque w> 1, le w™® ter me d'une progression géométrique dé- 

croissante. La serie (2 bis), et par conséquent la serie (2), est donc 

convergente. 

C. Q. F. D. 

Voyons quelle erreur on cominet quand on se restreint dans la serie 
(2^ aux termes qui correspondent aux points ^'^ \^ intériéurs a un cercle 

ayant poiir centre Torigine et dont le R est (n — l)r. La somme des 
termes négligés est cgale a 



Un + Un-l + . . . 

et par conséquent plus petite que 



1 e^'»-'^'' 



Théoréme. La somme I de la serie (2) est une fonction continue des 
paramétres u. 

En effet soit I la valeur de cette somme pour certaines valeurs 

de ces paramétres u, 

Soit I -\' C^ I la valeur de cette méme somme pour des valeurs 
voisines 

u^ + A Wj , Ii, + A «', , Wp + A lAp 

de ces mémes paramétres. Je dis qu'on peut prendre les A u assez petits 
pour que: 
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A 2:<e 
e étant une quantité doiinée. 

Soit I^ la somme des n — 1 premiers terraes de la serie (2 bis) 

2;= F, + U^ + + U._i 

Soit 

2; = Un+ Un+1 + 

2^= 2; +2;. 

Soit de méme Sq + ^ ^o^ -^1 + A 2^, la somme des termes correspon- 
dants de la serie 2 + A 2; de telle sorte que 

2+ A 2= (2; + A 2,) + (2, + A 1\) 
On aurat 

^gn(l— m)r ^ ^ Ke^^^"^^'' 

^i < 1 ^(m-l)r ^i + A 2, < 



Nous pourrons done prendre n assez grand pour que: 

2; < I 2; + A 2; < I 

Or, une fois n choisi, 2^, sera fonction continue des u; on pourra 
donc prendre les A u assez petits pour que 

A 2; < I 



et par conséquent pour que 

A 2<e 



C. Q. F. D. 



—2m 



Considérons maintcnant la serie suivante 

Je suppose: 

1 ° que Talgorithme ]I{z) représcnte une fonction rationnelle de z 
dont aucun infini n'est situé sur le cercle fondamental, mais qui est d^ail- 
leurs quelconque. 
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2"* que le nombre m est un entier plus grand que 1. La fonction 
H{z) aura un certain nombre cVinfinis 

Si le point z se confond avec un des points 

ajdk + A 

Tun des termes de la serie est infini et par conséquent la serie ne peut 
étre convergente. 

Supposons au contraire que cela n'ait pas lieu. Nous pourrons trouver 
un nombre positif M tel que Ton ait, quel que soit i 



/ a<8 + ^A 
Xh" + Si] 



on pourra méme choisir M assez grand pour que cette inégalité subsiste 
quand oii fait varier les paramctres u entrc certaines limites. 

Je dis maintenant que la serie d{z) que j'appellerai serie thétafuchsietine 
est convergente. En efiFet nous aurons 



mod. rH|^iii±-|V^,2 + o^)-*-»"! < M mod. (r<a + å>) 



— 2to 



Le module de chaque terme de la sdrie (4) est donc plus petit que 
le terme correspondant d'une serie convergente ä termes positifs. C est a 
dire que la serie (4) est convergente et que sa somme est indépendante 
de Tordre des termes. 

Dailleurs on démontrerait, comme pour la somme de la serie (2) 
que la somme de la serie (4) est une fonction continue des paramétres u. 



% 2. Classification et J^rojyriéfés Oénérälea. 

Ainsi la serie (4) est convergente sauf pour certains points singuliers; 
dans ces conditions elle définit une fonction B{z) holomorphe. La fonction 
8{z) est essentiellement uniforme, mais elle cesse d'étre holomorphe aux 
points singuliers pour lesquels la serie (4) cesse d'étre convergente. 
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Ces points singuliors sont: 
1° Les pointii 



Yi^k + fl 



c'est a (lire les divers transformés des infinis de JH{z). Ces points sont 
des poles dans le voisinage desquels (:i{z) est nRToiTior])he. 



2" Les points i, c'est a dire les divers transformés du point co. 

h 

Ces points sont encore des p6Ies dans le voisinage desquels i-i{z) est 
méromorphe. 

On démontrerait ce double fait en remarquant que dans le voisinage 
de ces points un des tennes de la serie (4) deviont infini et que si Ton 
supprimo ce terme, la serie roste convorgente. 

3° Nous avons enfin les points singuliers essc^ntiels du groupe ö, 
c'est a dire les points du cercle fondaniental qui n'appartiennent pas a 
un cöté de la 2® sorte de Tun des polygones 2?. Ce sont aussi pour la 
fonction fi{z) des points singuliers essentiels; 

Voici maintenant la propriété fondamentale de cette fonction. Considé- 
rons une substitution quelconque du groupe <?, par exemple: 



(5) 






cherchons quelle relation il y a entré 



ei'^jL±A\ et e{z) 



Le systeme des substitiitions 






formant un groupe dont fait partie la substitntion (5) sera identique au 
systeme des substitutions : 



I ■— * -^ i I-» 1 


+ /?< 


Ii 1 1 ,> 


+ <l 



= (^,/.l/i(^)]) 



Arta Mathfmatica I. 
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en posant pour abréger: 






ce qui permet d'écrire: 



«(.) - lH\f,iM,n] [fc«l] 



m 



ou: 



*> = S'^i/</.)i(^)-(f )■ 



On a d^ailleurs: 



«(/*)= S»[/(/.)](^) 



m 



On a donc: 



9(A) = ö(.)(f ) 



— m 



OU bien: 



Nous appellerons fonction thétafurhsienne touto fonction nniforme de z 
jouissant de la propriété (6). Nons classerons los fonctions thétafuchsiennes 
de la inéme fa^on que les gronpes fuchsiens, a Faide des propriétés du 
polygone normal B^ correspondant. 

On a vu que les polygones R^ pouvaient se distribuer en 7 famillos 
et que la 1^", la 2"^', la 4°^^ la 6""" et la 7"' de ces fainilles se subdivisent 
en deux ordres. Mais tout groupe du 2'' ordre de la 2"% de la 4°^ de 
la 6'"^ et de la 7°"® familles est identique a un groupe de la 3"® ou de 
la 5"® familles, on a un groupe du 1®' ordre de la 6"® ou de la 7"*" 
familles. (Voir § 9 et 11 du mémoire sur les groupes fuchsiens.) Nous 
pouvons donc toujours supposer que le groupe G n'appartient pas au 2^ 
ordre de la 2*"^ de la 4"', de la 6"' ou de la 7°^* familles. 

Cela pose, je dirai que la fonction 6{z) fait partie de la 1*", de la 
3"® et de la ö""" familles si le groupe G fait partie de Tune de ces 
familles et qire la fonction 6{z) fait partie de la 2°*% de la 4°"*, de la 



me 
me 
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6°** ou de la 7"*® familles si le groupe G apparticnt au 1®' ordre de Tune 
de cesr faiiiilles. 

De inéine je dirai qu'une fonction tliétafiK^hsieiine est du genre p^ 
si le groupe G correspondant est de ce genre. 

Je puis également étendre aux fonctions thétafuehsiennes la classifica- 
tion des groupes fuchsiens en classes dont j'ai parlé dans le paragraphe 
précédent. 

Envisageons d'abord les fonctions de la 1^", de la 2°"*^ et de la 5 
familles. Les polygones iJ correspondants n'ont pas de cotés de la 2 
sorte, de telle maniére que trms les points du cercle fondaniental sont des 
points singuliers essentiels. Le plan se trouve divisé en deux parties, a 
savoir Tintérieur et lextérieur de ce cercle, par une ligne singuliére 
essentielle; il faut en conclure, confonnéinent aux principes actuellement 
adinis dans la théorie des fonctions, et niis en luiniére par les travaux 
de M. Weiekstkass, que le développement (4) représentc deux fonctions 
distinctes, selon que z est intérieur on extérieur au cercle fondainental. 
La premicre de ces fonctions nexistera qu'a Tintérieur de ce cercle et 
admettra comme espace lacunaire toute la partie du plan qui lui est 
extérieure; la seconde au contraire n'existfera qua Textérieur du cercle 
fondamental. Dans ce qui va suivre nous n^envisagerons janiais que la 
prcmiére de ces fonctions; en effet la seconde d^entre elles, c'est a dire 
celle qui n existe qu a Textérieur du cercle fondamental, peut aisement 

par un changement de ^ en - se ramener a une fonction thétafuchsieimc 

n'existant qu'a Tintérieur du cercle fondamental. 

Considérons donc une fonction thétafuchsienne nexistant qu a Tintéri- 
eur du cercle fondamental et définie par une serie telle que (4); nous 
pouvons faire deux hypothéses: 

Nous pouvons supposer qu'un ou plusieurs des infinis de H[z) sont 
intérieurs au cercle fondamental; alors la fonction S{z) aura des infinis 
(sauf dans certains cas exceptionnels oii plusieurs infinis de cette fonction 
se détruisent mutuellement) et nous dirons quelle est de la t"^" espéce; 
nous serons certains alors que la somme de la serie (4) n est pas identique- 
ment nulle puisque cette somme peut croitre indéfiniment. 

On peut supposer au contraire que tous les infinis de H{z) sont 
exterieurs au cercle fondamental; alors la fonction 0{z) na pas d^infinis 
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et iioiis dirons qu^clle est de la 2^^ espéce. La fonetion S[z) peut alorg 
se développer en iinc serie ordoniiée suivant les puissarices croissantes de 
z et qui reste convergente tant que z reste intérieur au eercle fondamental, 
c'est a dire tant que la fonetion S{z) existe. 

Rien n ernpéche dans ce cas que la somme de la serie (4) ne soit 
identiquement nuUe et nous déinontrerons en effet plus loin que toutes 
les fonctions 6 de 2"^^ espéce s expriment linéairement a laide d\in nombre 
iini d entré elles. 

Passons niaintenant aux fonctions de la 3®, de la 4:^ de la 6* et de 
la V fainilles; les polygones B ont alors des c6tés de la 2^° sorte, tous 
les points du cen^le fondamental ne sont plus des points singuliers essentiels; 
nous navons plus une ligne singuliére essentielle, mais une infinité de 
points singuliers isolés. Il résulte de la que la serie (4) au lieu de 
représenter deux fonctions distinctes selon que z est intérieur ou extérieur 
au eercle fondamental, représente une seule et möme transcendante qui 
est partout holomorphe, sauf en certains points isolés. La fonetion '8[z) 

m 

est donc une transcendante uniforme existant dans toute Tétendue du 
plan et présentant une infinité de points singuliers essentiels. 

On peut se deuiander qiielle place elle occupe dans la classification 
({ue M. Mittag-Leffler a donné de pareilles fonctions dans sa communica- 
tion du 3 Avril 1882 aux Comptes Rendus de TAcadémie des Sciences 
de Paris. 

I^s points singuliers essentiels étant en nombre infini seront infini- 
ment rapprochés dans le voisinage de certains points singuliers de 2^® 
espéce; ceux-ci k leur to ur s'ils son t en nombre infini seront infiniment 
rapprochés dans le voisinage de certains points singuliers de 3™* espéce, 
et ainsi de- suite. 

Je dis que nous ne serons jamais arrétés et que nous trouverons 
ainsi une infinité de points singuliers de toutes les espéces. En eflFet si 
nous avons une infinité de points singuliers de la n — 1* espéce; il y 
aura au moins un point singulier de la n^ espéce; mais s^il y en a un, 
il y en aura une infinité, car tous ses transformés par les diverses substitu- 
tions du groupe G devront aussi ctre des points singuliers de la w" espéce. 

C. Q. F. D. 
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Nolis avons donc affaire a une de ces fonctions que M. Mittag- 
Leffler a appelées du 2* genre. 

Il semble d'abord que toutes les fonctions aient des infinis, car elles 
existent dans tout le plan et elles doivent avoir pour pöles ceux de la 
fonction rationnelle H{z) qui doit devenir infinie en quelque point du plan. 
Mais il peut arriver que plusieurs des inlinis de la fonction S{z) se dé- 
truisent niutuellement; de sorte qu'on peut construire comme dans le cas 
précédent des fonctions thétafuchsiennes de la 2® espece; on en verra un 
exeinple au § 8. 

Panni les points singuliers de nos fonctions thétafuchsiennes, il en 
est qui doivent particuliérement attirer notre attention; ce sont les soni- 
niets des polygones R qui sont de la 2*^® catégorie et qui appartiennent 
a un cycle de la S"'*" sous-catégorie. (Voir le § 5 du nicmoire sur les 
groupes fuchsiens). 

Soit a un pareil sonniiet, il y aura panni les substitutions du groupe 
G une substitution parabolique de la fonne: 



\z — a z — a ) 



Ccst la la definition nicnie des cycles de la 3"® sous-catégorie. 
Posons: 

2i7r 1 , 2i7r 1 

fl z—a fl Ji{z) — a ^ ' 

en conservant pour le symbole flz) la signilication qu'on lui a donnée 
plus haut, cest a dire: 

Définissons niaintenant un symbole H^ de la fa^on sui vante: 



=.«)-«(- lim" 



Il est clair que H^ sera lalgorithme d'une fonction rationnelle. On 
trouvera alors identiquement: 



--v«...m=s«.M"i(^)-(g) 



m 
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Mais lii s^érie 8{z) ctnnt absolument convergente on }>eut en ordonner 
les tennes coininc on le veut. Voici coninient nous allons les ordonner: 
Panni les fonetions jr,(/) on peut en choisir une intinito 



de tellc fa<,'on quc toute fonetion jr,(/) puisse se niettre dune nmniére et 
d'une seule sous la forine: 

h étant un entier positif ou ncgatif; ce qui perinet d'écrire: 

Considérons un nouvcl algoritlnnc iA(/) défini conune il suit: 



H\{t) =^ H,m)][^) 



in 









Il faut dabord effeetuer la soinination par rapjmrt a h; or ff'jt{t) 
est une fonetion rationnelle de t qui tend vers O quand t tend vers Tinfini. 
On aura done: 

Vh',(/, + 2/«:-)=H"i(c') 

h——co 

H'\{ef) désignant une fonetion rationelle de e* qui tend vers O quand t 
tend vers Tinfini. Il vient donc: 



'^" - (S)" L'^'M 



La convergence de cette serie est évidente, puisqu on Ta obtenue en 
groupant d'une certaine maniére les tennes de la serie (4) qui est uni- 
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formément convergente. De plus les termes sont rationnels en e et leurs 
infinis ne sont pas infiniment rapprochés dans le voisinage de 

e' = O ou de e* = co 

de telle sorte que Ton peut trouver une limite supérieure et inférieure 

des rnodules des valeurs de é qui rendent infinie Tune des fonctions Ii'\. 

Il suit de la que dans le voisinage du point singulier <e = a la fonc- 



tion ö(^)(^ — olY"* est holomorphe en e^^'-«> ou en e^<«-'> selon que Ton 
approche du point a par rintérieur ou par Textérieur du cercle fonda- 
mental. 

En d'autres termes, a est pour la fonction un point singulier 
logarithmique, 

Ainsi, si lon envisage les différents sommets des polygones i?, on 
reconnaitra : 

1*^ que les sommets qui font partie d'un cycle de la 1*'® et de la 
3°*^ catégorie sont pour la fonction O des points ordinaires ou des pöles. 

2** que les sommets qui font partie d'un cycle de la 3"^ sous-catégorie 
sont des points singuliers logarithmiques/ 

3"" que les sommets qui font partie d'un cycle de la 4"* sous-catcgorie 
sont des points singuliers dune nature plus élevée. 



% 3. Zét^os et Infinis. 

Nous allons maintenant étudier la distribution des zéros et des infinis 
de la fonction 0. Il est clair que si un point z est pour cette fonction 
un zéro ou un infini, il en sera de mcme de tous les points correspon- 

dants a Zy c est a dire de tous les points ^:^^—Lll, De cette fa9on a tout 

zéro contenu a rintérieur du polygone JB^,, correspondra un zéro contenu 
dans chacun des polygones B, et que nous ne regarderons pas comme 
rédlement distinct du premier. De sorte que le nombre des zéros et des 
infinis réellement distincts de la fonction sera le nombre des zéros et 
des infinis contenus a Tintérieur de JB^, si la fonction n'existe que dans 
le cercle fondamental, et a Tintérieur de R^ + K^ si elle existe dans tout 
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lo plan. Je rappelle qne 1{\ est le polygone syrnétriquo de B^ par 
rapport au cercle fondamen tal. 

Cependant quelques conventions spéciales sont nécessaires, si Ton veut 
ponvoir énoncer simplement le resultat auquel nous allons arriver au sujet 
du nombre des zéros et des infinis. Il est d'abord evident qu'un zero 
double ou un infini double doit compter pour deux zéros ou pour deux 
infinis; de méme pour les zoros et les infinis multiples. Mais outre les 
zéros contenus a Tintérieur de J?^, il peut y en avoir qui se trouvent 
sur le périmétre de ce polygone. Supposons qu'il y en ait un sur un 
coté ah de la 1^*" sorte, il y en aura un autre, correspondant au premier 
sur le coté conjugué de ah. Ces deux zéros ne seront pas réellement 
distincts et on ne devra les compter que pour un seul zéro, ou, si Ton 
veut, on devra compter chacun d'eux pour un demi zéro. Supposons 
maintenant qu'un sommet de la I""" catégorie soit un zéro d'ordre p\ les 
sommets qui font partie du ménie cycle seront au nombre de n par 
exemple et chacun d'eux sera un zéro d'ordre p comme le premier. 
Supposons que la somme des angles qui correspondent a ces sommets 

soit -^ ; chacun d'eux appartiendra \\. n . K polygones différents, de maniére 

qu'on devra en quelque sorte le partager entré ces n . K polygones et 
que la part du polygone B^ sera un zéro d'ordre — ^. Il résulte de la 

que les différents sommets du cycle représenteront seulement ^ zéros 

distinct«. 

Il est facile d^étendre cette convention au cas oii Tun des zéros est 
un des sommets de la 2**^ catégorie et appartenant a un cycle de la 3*"* 
sous-catégorie. Nous avons vu que si a est un pareil sommet, la fonction 
H peut se mettre sous la forme: 






2ir 



étant une fonction holomorphe de e^^'^ '^ s'annulant pour 

« = « 
c'est a di re pour: 

2ig 
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u = O sera alors un zéro de la fonction rationnelle <P{ti). Supposons que 
ce soit un zéro d ordre p. Nous dirons alors que les différents sommets 
du cyele auquel appartient a représentent p zéros distincts de la fonction 6. 
Ce qui précéde s'applique évidemment aux infinis. 

Oceupons-nous d'abord des infinis. La serie (4) deVient infinie quand 
Hl ^^'^ \' I ou devient infini. Supposons d'abord que la fonc- 

tion 6 n'existe qu'a Tintérieur du cercle fondamental. Alors 

ne peut devenir infini; de plus a chaque infini de II{z) intérieur au cercle 
fondamental correspondra en general un infini de Tun des JSl— — ^J 

qui sera intérieur ä i?^. 

Donc: 

Le nombre des infinis distincts de 8 est egal au nomhre des infinis de 
H intérieurs au cercle fondamental, 

Supposons inaintenant que 8 existe dans tout le plan. 

A tout infini de n{z) intérieur au cercle fondamental correspond un 
infini de lun des h{^^^^-±M intérieur a B,. 

A tout infini de H{z) extérieur au cercle fondamental correspond un 
infini de lun des h(^^^±^\ intérieur ä B',. 

A rintérieur de chacun des polygones B'i et par conséquent ä Tin- 
térieur de B\y nous trouverons un des points — - qui sont pour 8 des 

Ti 

infinis d ordre 2m. Il y a cependant une exception les points — - sont 

• Ti 

les différents points correspondants de Tinfini; la surface de Tun des 
polygones B contient le point co et ne cöntient pas de point — — ; le 

Ti 

point CO n'est pas en general un infini de 8. Nous supposerons, pour 
éviter cette diflficulté, que le polygone B'^ ne contient pas le point co et 
nous pourrons énoncer le resultat suivant: 

Le nombre des infinis de 8 contenus a Tintérieur de B^ + i?'^, c'est 
a dire le nombre des infinis distincts de 8 est egal au nomhre des infinis 
de H augmenté de 2m. 

Passons a la recherche des zéros. Parmi eux il y en a qui doivent 

Ada åfathemattea. I. 28 



218 



H. Poincar^. 



d^abord attirer rattention; je veux parler des sommets de la 1*" catégorie 
qui dans certains cas sont forcément des zéros d^ordre déterrniné. 

Soit a lin sommet de la 1^" catégorie et a' son symétrique par rapport 
au cercle fondarnental. Supposons que a fasse partie d'un cycle et que 

la somme des angles de ce cycle soit -^. Uune des substitutions de G sera: 



(:-^-^**s) =('./*» 



Nous aurons: 



e{m = «(^)(f ) 



— m 



ou 



(5) 



Ö(/.)(/. -«')"» = 0{z){z-a') 



'\2m 






— m 



Mais: 






/.-«' 



z — a 



Remarquons de plus que nous pouvons développer 0{z){z — a )^'" 
suivant les puissances de i-Hl!^; de fa9on a poser: 



;«('-"■)- = «.(S)=E^' (sy 



0( 



L'équation (5) devient alors: 



sv-(sr=s 



Ape *' 



2mir / \i 



Cette identité exige que Ton ait: 



^p- 


— 





iiirp 


e 


2mir 
K 



OU bien: 
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C est ä dire: 

(6) p + m = mod. K. 

Donc le développement de 0^ ne contient que des termes dont Tordre 
p satisfait a la congruence (6). Si donc K ne divise pas 7W, z = a est 
un zéro pour 0^ et par conséquent pour 0. 

Ge zéro est d'ordre au moins egal au reste de la division de rn^K — 1) 
par K] et si Tordre de ce zéro dififére de ce reste cest d'un niultiple 
de K. Il y a exception évidemment si a est un infini de 0. 

De inéme nous avons vu que les sommets qui appartiennent a un 
cycle de la 3"® sous-catégorie sont en general des zéros de la fonction 0. 

Nous allons maintenant chercher quel est le nombre des zéros réelle- 
ment distincts de notre fonction et pour fixer les idées nous supposerons 
quil slagit d'une fonction de la 1^" farnille. Soit q le nombre des ihfinis 
distincts, soit p le nombre des zéros réellement distincts, c'est a dire le 
nombre cherché; soit maintenant p^ le nombre des zéros situés ä Tintérieur 
de Rq en laissant de cöté les zéros qui pourraient se trouver sur le 
périmétre et sur les sommets. Nous supposerons, ce qui arrivera en 
general, qu'il ny a pas de zéro sur le périmétre en dehors de ceux ([ui 
sont sur les sommets; sil y en avait, on n'aurait qu'a considérer les zéros 
situés sur les cötés comme des sommets séparant deux cotés consécutifs 
du polygone situés dans le prolongement Tun de Tautre. Supposons 
maintenant que les sommets se répartissent en un certain nombre de 

cycles de la P" catégorie C^, (7^, 6^, Supposons que tous 

les sommets du cycle C\ soient des zéros dordre j)^ et que la somme des 

angles de ce cycle söit -^ de tel le sorte que Tensemble de ces zéros 

doivent étre comptés, d'aprés la convention faite plus haut pour ^ 

A, 

zéros distincts. On devra avoir: 

Pi + m = O mod. Ki 

Le probléme consiste a évaluer ^q. Pour cela il faut prendre Tintégrale; 

z)dz 



(7) , .,,) 



J Ö(; 
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le long du périinetre de B^. La partie reelle de cette intégrale sera 
nuUe et la partie imaginaire sécrira: 

2i<?'o — i) 

Uévaluation de Tintégrale (7) présente ici une difFiculté spcciale. 

En effet la fonction sous le signe f devient infinie en divers points 
du contour d'intégration puisque nous avons vu qu'un certain nombre de 
sommets de R^ étaient des zéros de 0. On tournera cette difficulté en 
décrivant autour de chacun de ces sommets comme centre des arcs de 
cercle infiniment petits, raccordant les deux cotés qui aboutissent au 
sommet considcrc; il faudra dccrire ces arcs de cercle ä Tintérieur de JB^, 
de fa9on a laisser les sommets en dehors du contour, puisque nous voulons 
évaluer p^, c est ä dire le nombre des zéros intérieurs ä B^. 

Il faudra donc évaluer Tintégrale (7): 

P le long des arcs de cercle infiniment petits décrits autour des 
sommets. 

2*" le long des. cötés de la 1^" sorte. 

3** le long des c6tés de la 2^* sorte. 

Il suffira d'ailleurs de calculcr la partie imaginaire de Tintégrale, 
car nous savons d^avance que la partie reelle est nuUe, et cette partie 
imaginaire nest autre chose que la variation de Targument de S. 

Supposons d*abord qull sagisse d'une fonction de la P" famille, de 
telle fa9on que nous n^ayons que des sommets de la 1*'® catégorie et des 
cötés de la 1*" sorte. Soit 2n le nombre de ces cötés. 

Considérons d'abord un des petits arcs de cercle décrit autour d'un 
sommet; supposons que ce sommet appartienne au cycle C< dont la somme 

des angles est -— et dont tous les sommets sont des zéros dordre Pi, 

Soit X Tangle du sommet considéré. Kintégrale prise le long du petit 
are de cercle correspondant sera — |),A; prise le long de tous les arcs de 
cercle décrits autour des divers sommets du cycle, elle sera: 

27r 

Enfin rintégrale (7) prise le long de tous les arcs infiniment petits 
décrits autour des sommets de B^ sera: 
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Il reste a cvaluer notre intégrale le long des cötés de la 1*" sorte. 
Soient donc ab, a'b' deux cötés conjugués de iJ, . Il fa ut calculer: 



/ = 




+ 



fffäz _ fi. 

b' a 



ffdz 

e 




Soit {z, flz)) celle des substitutioiis du groupe G qui change a'h' en ab. 
Nous aurons, d'aprcs ce quon a vu plus haut: 



ö(/0 



') = ^(<f ) 



— m 



ou: 



L9{fi) = L9-mL^. 



Donc: 



/ = 








Il reste donc a chercher comment varie la 
partie imaginaire de L-p ou rargument de -^ 

quand z varie de a' a V. 

Je rappelle que les cotés de i?^, a6, a'h' 
sont des arcs de cerele; je vais mener aux points 
«, hy a\ b' les tangentes aux arcs de cerele a6, 
a'6'; soient ac, be; a'c\ V c' ces tangentes. Soient 
inaintenant ö>j , öi^ , ö>3 , o)^ les arguments des quan- 
tités imaginaires {c — a), (ft — c), (c' — a'), (6' — c'). 

Supposons qu'on opére de la méme maniére pour tous les cötés du 
polygone curviligne JB^; on obtiendra un polygone rectiligne P^ de 4n 
cötés, dont les cötés seront les tangentes menées aux cötés de JB^ par les 
somniets de JB^ et dont les sommets seront ceux de i?^ et les points tels 
que c, c'; je désignerai simplement par les lettres c et d les angles du 
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polygone P^ qui correspondent aux sommets c et c'. Outre les sommets 
tels que c, le polygone P^ admet 2n angles qui lui sont communs avec 

B^ et dont la sornine est > -^, d'ou la relation: 



If-^lljr ^^'' - ^^''- 



Nous pouvons écrire maintenant: 



arg. 


dfi 

y 0)^ — ö>3 pour z a 


arg. 


{' 0)^ — (O. pour z b' 
dz * 


\ 


J = m(ö;, w^ o)^ + o)^) 




c = Ö^j — Ö>j +71 




c' = n — ö>^ + ö>3 




J =zm{c + c' — 2;r) 



LMntégrale (7) prise le long de tous les cötés de la 1*'® .sorte aura 
done pour partie imaginaire N / ou bien: 



m\ c — 2nm7i 
ou 



i- 



(4n — 2)m;r — 2;r ^ -^ — 2nm7r = {n — l)2m;r '— ^tt ^ -^ 



L'intégrale (7) se réduit alors a: 



2,KirT[^„_,)_2&^] 



d'ou la relation: 



p, = q + m{7i — 1) — 2a^^ 



Ce nombrc p^ des zcros intérieurs ä Ji^ est entier ä cause des con- 
gruences : 

2?i + m = mod. Ki. 
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Exprimons maintenant le nombre p des zcros réellement distincts, 
défini par les conventions faites plus haut; nous trouverons: 



j, = 2 + m(n-l-^l) 



Ainsi Texcés du nombre des zéros distincts sur celui des infinis distincts 
ne dcpend que du nombre m, du nombre 2w des cotés de R^ et de la 

somme 2jW ^^^ angles de ce polygone. 

Gette somme satisfait a Tinégalité: 



^^ < ;r(2n - 2) 



d'oii 



li<''-' 



et par conséquent p > q» Uexpression In — 1 — \-^| ^s* proportion- 

nelle a la ä du polygone R^. 

Supposons maintenant que la fonction soit de la 2® ou de. la 6* 
familles. Nous n'aurons toujours que des cotés de la V""^ sorte, mais outre 

les cycles de la 1"® catégorie C^, C^, C% . . . . que nous avions rencon- 

trés dans le premier cas, nous aurons des cycles C^ , C\j C\ de la 

2*^® catcgorie et de la S"*" sous-catégorie. Considérons le cycle C\; divers 
sommets de ce cycle seront des zcros; je suppose d'apres la convention 
faite plus haut qu'ils comptent pour A^ zéros distincts. On aura alors: 

(8) P = 2>, +S| + ^A. 

Il faut évaluer Tintégrale (7): 

1** le long des arcs de cercle infiniment petits décrits autour des 
sommets de la 1^'*" catégorie. 

2** le long des c6tés de la 1*" sorte. 

3** le long des arcs de cercle infiniment petits décrits autour des 
sommets de la 2^"" catégorie. 
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La premiére partie de Tintégrale se réduit comme plus haut a 
— 2i;r > j^ ; la seconde a 



^/ = 2^n - 1 - 2;^;) 



Pour évaluer la troisiérne il suffit d'étudier comment varie rargument 
de dans le voisinage des soramets de la 2*^® catégorie; a cet eflFet, il 
faut mettre la fonction sous la forme: 



(«— a)-2mJ e^a-x) 



{0 étant ralgorithme d'une fonction holomorphe), ce qui est possible, 
ainsi qu'on Ta vu plus haut On reconnaitra alors que cette 3°"* partie 

de Tintégrale se réduit ä — 2/;r > h^ . 

Il restera done pour Texpression de Tintégrale (7) 



d'ou : 



et: 



Nous sommes conduits pour Vexcés du nombre des zéros distinets 
sur celui des infinis distinets a la méme expression que dans le cas précé- 
dent. Cet excés est proportionnel au nombre m et dépend en outre du 
nombre des cötés du polygone R^ et de la somme de ses angles; ou bien 
encore il est proportionnel a la fois ä m et ä la aS de B^. 

Supposons enfin que la fonction B soit de la 3°% de la 4"*, de la 
5°"* ou de la T""* familles, c'est a dire existe dans tout le plan. Nous 
aurons alors des cötés de la 1*'® et de la 2^® sorte, des sommets de la 
1*" et de la 3*°* catégorie et des sommets de la 2°® catégorie appartenant 
a des cycles de la 3™* sous-catégorie. Nous a Hons chercher le nombre 
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des zéros et des infinis distincts; ce noinbre sera défini comme précédem- 
ment. Cependant il y a une remarqué a faire au sujet du noinbre des 
infinis distincts; ce sera en general le noinbre des infinis intérieurs ä 2?^ 
et a R\, mais une difFiculté se presentera si le point co fait partie de 
la region R^. Dans ce cas il peut se faire que co ne soit pas un infini 
de 0j inais que tous les transformés du point co par les substitutions du 
groupe G soient des infinis de 0. Le nonibre des infinis réellement 
distincts sera éscal alors au noinbre des infinis intérieurs a R^ + R 
plus un. Pour éviter cette difficulté, je supposerai que le polygone R^ 
ait été choisi de telle sorte que le point co ne fasse pas partie de la 
region R\. 

Cela pose reprenons Tintégrale (7); il va falloir Tévaluer le long 
du contour de R^, puis le long du contour de R^ et ajouter. Soit 2n 
le nombre des c6tés de la P'® sorte; I celui des cotés de la 2^® sorte; 
conservons d^ailleurs les notations employées plus ha ut: p^ et q repré- 
senteront alors le nombre des zéros et des infinis intérieurs a jR^ + R^. 

Il faut évaluer Tintégrale 

V \e long des petits arcs de cercle décrits autour des soininets de la 
1*" catégorie. 

2** le long des petits arcs de cercle décrits autour des sommets de la 
3™* sous-catégorie. 

3*" le long des cötés de la P" sorte. 

4*" le long des cötés de la 2^* sorte. 

La premiére et la seconde partie de Tintégrale seront égales a 

La troisiéme sera égale comme plus haut a N t/. Construisons un 

polygone P^ en menant par les dififérents sommets de R^ des tangentes 
aux cötés de la 1*" sorte. Le polygone rectiligne ainsi obtenu aura 
4n + Z cötés; ses angles seront de deux sortes: les uns seront analogues 
aux angles que nous avons appelés plus haut r, c'; les autres lui seront 
communs avec les angles de JB^, mais panni ceux-ci les uns, dont la 

somme sera 2r=^y correspondront aux sommets de la 1*'* catégorie; les 
autres, qui seront nuls, correspondront aux sommets de la 2"*® catégorie; 
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les autres enfin, qui scront droits et au nombre de 2/, correspondront aux 
sommets de la 3°* catégorie; d'ou la relation: 



^c +^^ + Z;r = (4n + Z ~ 2)n 



Or on a trouvé plus haut: 

/J = ^X^ — 2nm;r 
on aura donc: 



Zd^ = 2t7m \n-l-- 2/e) 



Appelons enfin 2;r/ la partie imaginaire de Tintégrale prise le long 
des cötés de la 2* sort€; nous trou verons pour Tintégrale (7) prise le 
long de JB^: 



2i4m(n - 1) -S^4r ~ S*' + ^^ 



Il faut prendre maintenant Tintégrale (7) le long deU'^. Supposons 
que, d'apré8 les conventions faites plus haut, les sommets de la 1*" caté- 
gorie de R\ comptent pour > ^ zéros distincts et ceux de la 2*** caté- 

gorie pour N Ä'^ zéros distincts. Nous trouverons pour la valeur de Tinté- 
grale prise le long de R\ en raisonnant comme plus haut: 



ou en ajoutant les deux intégräles: 
d'ou : 

Mais si p désigne comme plus haut le nombre des zéros distincts, 
on aura: 



^-^.+Sfe+Sé+S»'+S»' 
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roii: 



l> = 3+2m(n-l-^— j 



Ainsi Texcés du nombre des zéros distincts sur celui des infinis 
distincts ne dépend que du nombre nt, du nombre 2n des cötés de la 
1*" sorte et de la somme des angles de la 1*" catégorie. 

Ce qu'il importe surtout de remarquer, cest que, dans tous les cas 
possiblesy le nombre des zéros et celui des infinis distincts est toujours fini. 



§ 4» JPanctions Fucfisiennes. 

Si une fonction F{z) est uniforme, si elle se reproduit par toutes les 
substitutions d'un groupe fuchsien G de t^lle sorte que si 






est une substitution de ce groupe on ait identiquement: 






F(z) 



si enfin le fonction F{z) n'a qu'un nombre fini de zéros et d'infinis réelle- 
ment distincts, je dirai que cétte fonction est une fonction fuchsienne, 
Existe-t-il de pareilles fonctions? Il est aisé d'en former. 

Considérons en effet deux fonctions thétafuchsiennes correspondant a 
un méme groupe G^ et ä une méme valeur de Tentier w, leur quotient 
sera une fonction fuchsienne. . Il est aisé de généraliser ce procédé. Nous 
dirons que le nombre m est le degré de la serie 0. Si nous envisagerns 
ensuite un produit de plusieurs series telles que ö, le degré de ce monöjne 
sera la somme des degres de tous les facteurs. Si nous considérons un 
polynöme entier par rapport ä diverses series ö, nous dirons que ce poly- 
nöme est homogéne et de degré K si tous ses termes sont d*un méme 
degré K\ le quotient de deux polynömes homogénes de degres K et K' 
sera une fonction rationnelle homogéne de degré K — K. Il est clair 
que toute fonction rationnelle, homogéne de degré O par rapport ä diverses 
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series O est une fonction fuchsienne. Nous verrons plus tärd cominent 
toute fonction fuchsienne peut s'exprinier de cette fa9on. 
Quelles sont les propriétés des fonctions fuchsiennes? 

V Les singularités sont les mémes que ceUes des fonctions théta fuchsiennes ; 
nous avons par conséquent des fonctions fuchsiennes n^existant qu'ä Tin- 
térieur du cercle fondamental et pour lesquelles toute la circonférence de 
ce cercle est une ligne singuliére essentielle, et d'autres qui existent dans 
tout le plan et dont les points singuliers, situés töus sur le cercle fonda- 
mental, sont isolés quoique en noinbre infini. 

2** Le noinbre des zéros distincts d'une fonction fuchsienne F{z) est 
egal a celui de ses intinis distincts; il est egal d'autre part au nombre 
des zéros distincts de la fonction fuchsienne F(/) — a, c'est a dire au 
nombre des points réellement distincts pour lesquels F{z) prend la valeur a. 
En conséquence, le nombre des points intérieurs a B^ (ou ä i?^ + R^) et 
pour lesquels F(z) reprend une méme valeur est constant et fini. 

3** Soient deux fonctions fuchsiennes F{z) et F^{z) correspondant a 
un méme groupe fuchsien G, et supposé que la premiére reprenne p fois 
et la seconde p^ fois la méme valeur a Tintérieur de JB^, je dis quMl y 
aura entré F et F^ une relation algébrique. En effet a chaque valeur 
de F correspondent p^ valeurs de F^ ; toute fonction symétrique de ces 
p^ valeurs est méromorphe en F pour toutes les valeurs de F finies ou 
infinies. Toutes ces fonctions symétriques sont donc des fonctions ration- 
nelles de F\ donc F^ elle-méme est fonction algébrique de F. 

C. Q. F. D. 

4** Considérons maint^nant toutes les fonctions fuchsiennes qui corre- 
spondent ä un méme groupe G. Entré deux quelconques d'entre elles 
nous venons de voir qu'il y a une relation algébrique. Il suit de la que 
toutes ces fonctions s exprimeront rationnellement a Taide de deux d*entre 
elles que j'appellerai x et y. Nous aurons d^ailleurs entré re et y une 
relation algébrique 

(1) f{x, y) = O 

quel est le genre de la relation (1) ou ce qui revient au méme celui de 
la surface de Riemann correspondante ? Pour résoudre cette question, il 
faut se reporter au § 7 du mémoire sur les groupes fuchsiens, paragraphe 
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intitulé Classification en genres; dans ce paragraphe, je supposais que Ton 
découpait la region R^ (ou R^ + R\) puis quon la repliait en la dé- 
formant de inaniére a recoller ensemble les cötés conjugués et ä obtenir 
ainsi une surface fermée. Il est clair qu au point de vue de la géométrie 
de situation la surface fermée ainsi obtenue ne différe pas de la surface 
de RiEMANN qui nous occupe. Il en résulte que le genre de la relation 
(1) et par conséquent toutes les fonctions fuchsiennes pourront sexprimer 
rationnellement ä Taide å'une seule d'entre elles que j'appellerai x. 

On peut éviter ces considérations empruntées a la géométrie de situa- 
tion. Cest ce que j'ai fait dans un travail inséré dans les mémoires de 
TAcadémie de Caen oii je détermine le genre de la relation (1) par le 
nombre des cycles distincts que lon peut faire décrire au point analytique 
{Xj y)j mais on est conduit ainsi ä une discussion assez longue. 

5** Considérons la fonction fuchsienne que nous venons d'appeler x 
et formons les deux fonctions suivantes: 



II est clair que lon aura: 



1 d\ _ 1 d\ 
t>, rf»' », dx* 



d*zdx _ o/l^V 
dz* dz \dz*} 

ii) 



On vérifie aisément que le troisiéme membre de cette double égalité 
est une fonction fuchsienne de z; c'est donc, d'aprés ce que nous venons 
de voir, une fonction rationnelle de x et de y, que j*appellerai ^(Xy y). 

Les deux intégrales de Téquation linéaire: 

(8) j^f = M^^ y) 

sont donc: 



v =» v, v «as v. 



Ainsi la considération de la fonction fuchsienne x permet d'intégrer 
réquation linéaire (3) dont les coéflficients sont des fonctions rationnelles 
du point analytique (rr, y). On voit que la variable indépendante x 



■ ' c 
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8'expriTne par une fonction fuchsienne de Zj c est a dire du rapport des 
intégrales. Quand on connait cette fonction fuchsienne on en déduit les 
intégrales elles-mémes a Taide des formules (2). 

Dans le cas particulier ou le groupe G est de genre O, Téquation 
(3) pourra sécrire: 

(3 bis) ^ = vip{x) 

y>{x) étant une fonction rationnelle de x seulement; dans ce cas en effet, 
nous venons de voir que toute fonction fuchsienne sexprime rationnelle- 
ment en x. 

Cherchons maintenant quels sont les points singuliers de Téquation 
(3) et comment se comportent les intégrales dans le voisinage de chacun 
d'eux. En general, les intégrales seront des fonctions holomorphes de 
x\ \\ y aura deux exceptions qui nous donnent deux sortes de points 
singuliers. 

1** pour les points singuliers de la relation (1), y cei§e d'étre fonc- 
tion holomorphe de x^ et il en est de méme des intégrales v^ et v, ; raais 
v^ et v^ restent fonctions holomorphes du point analytique (Xy y). Nous 
navons donc pas ainsi un véritable point singulier. 

2** pour les points (ic, y) qui correspondent aux divers sommets du 
polygone R^ . Dans cette seconde espéce de points singuliers, nous distin- 
guerons V ceux qui correspondent a des sommets de la 1*" catégorie. 
Dans le voisinage d'un pareil point singulier, les intégrales de Féquation 
(3) sont réguliéres, pour employer Texpression de M. Fuchs, Si nous • 
formons maintenant Téquation dét^rminante correspondant ä ce point . 
singulier, la différence des racines de cette équation est Tinverse d'un 
nombre entier. En effet le point singulier correspond a un sommet de B^ 
qui fait partie d'un cycle de la 1*'® catégorie et la somme des angles de 

ce cycle est egal a — , ^ étant un nombre entier; on voit aisément que 

la différence des racines de Téquation déterminante est précisément -. 

Dans le cas particulier oxi le sommet de R^ envisagé appartient ä 
un cycle de la 1*" sous-catégorie, on a jt? = 1, d'aprés la definition méme 
de cette sous-catégorie. Par conséquent la différence des racines de Téqua- 
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tion détenninante est runité. Un semblable point n'est donc pas un point 
singulier. 

2** Considérons maintenant un point singulier qui corresponde a un 
sommet de R^ appartenant ä un cycle de la 2^® catégorie. Ce cycle sera 
de la 3"* sous-catégorie, puisque, d apres ce que nous avons vu plus haut, 
on peut toujours supposer quil ny a pas de cycle de la 4""® sous-catégorie. 
Formons Téquation détenninante correspondant a un pareil point singulier; 
les racines de cette équation seront égales et les intégrales de Téquation (3) 
seront logarithmiques mais régtdiéres. 

3** Il faudrait envisager enfin les points analytiques [x, y) qui corre- 
spondent ä des sommets de la 3"* catégorie, mais on reconnaitrait aisément 
que ce ne sont pas des points singuliers. 

En resumé les intégrales de Téquation (3) sont partout réguliéres et 
(si on laisse de coté les points singuliers de la relation (1)) le nombre des 
points singuliers de Téquation différentielle (3) est egal a celui des cycles 
de la 2"* ou de la 3"* sous-catégories que présente le polygone R^ (ou 
les deux polygones R^ et R\). 



% 6. 1^^ famUle; genre O. 

Apres avoir étudié les propriétés des fonctions fuchsiennes en general, 
nous allons nous occuper séparément des diverses familles et des divers 
genres entré lesquels se répartissent ces fonctions; nous commencerons par 
rétude spéciale des fonctions les plus simples; celles de la P" famille 
et du genre 0. 

Je rappelie d'abord quelle est pour de semblables fonctions la forme 
du polygone R^ . Les cötés sont tous de la premiére sorte et au nombre 
de 2n; les cötés de rang |) et 2n + 1 — p sont conjugués et par consé- 
quent congruents. Les cycles sont au nombre de n + 1 ; deux d'entre 
eux ne contiennent qu'un seul sommet, le premier le sommet de rang 1 ; 
le second le sommet de rang n + 1. Les n — 1 autres cycles sont formés 
de deux sommets, a savoir des sommets de rang p et 2» + 2 — p. (Cest 
Texemple II du § 7 du mémoire sur les groupes fuchsiens.) 

Un cas particulier remarquable est celui ou le polygone R^ est 
symétrique par rapport ä Tarc de cercle qui coupe orthogonalement le 
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cercle fondamentol et qui joint les sornmets de rang 1 et n + 1. Je 
dirai alors simplement que ce polygone et symétrique. 

Dans le cas qui nous occupe, le genre est egal ä O et par conséquent 
toutes les fonctions fuchsiennes s^expriraent rationnelleraent ä Taide de 
Tune d^entre elles que j'appellerai x ou bien f{z). Gette condition ne 
détermine pas complétement la fonction x = f{z). Si en eflfet toutes les 
fonctions fuchsiennes s'expriment rationnellement a Taide de Xj elles s expri- 

nient aussi rationnellement a Taide de ^'^ . a, 6, c, d étant des con- 

cx + a 

stantes quelconques. Il faut donc pour définir complétement la fonc- 
tion X = f{z) s imposer encore trois conditions. Voici celles que nous 
choisirons. Soient a^, a^, a^+i les sommets de rang 1, 2 et n + 1; nous 
supposerons que Ton a: 

La fonction f{z) sera alors entiérement déterminée. A Tégard de cette • 
fonction, je remarquerai ce qui suit. Si le polygone B^ est symétrique, 
la fonction f{z) est reelle et positive sur tout le périmétre de ce polygone, 

J'appellerai a< le sominet de rang i\ ce sommet formera avec a^^.^^, 

un cycle dont la somme des angles sera — , ^, étant un nombre entier. 

Pi 

Enfin je poserai: 
d'ou 

a, =K o a, = 1 a«+i =* cx) . 

Pour z ^== Oi, les p^ — 1 premiéres dérivées de f{z) s'annulent de sorte 
que le développement de f{z) est de la forme: 

f{z) = a, + \(z - atf + K{z - Uif' + 



Pour z = a„+i, f{z) est un infini d'ordre p^^i de sorte que le déve- 
loppement de f{z) est de la forme: 
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Nous avons vu que si Ton pose: 






dz 
la fonction v ainsi définie satisfait a une équation 

(3 bis) — == vf{x) 

f{x) étant rationnel en .r. Quelle est ici la forme de la fonction ^{x). 
On trouve aisément: 

.. m m_ 

Q{x) étant le produit {x — aj (x — a^) • . . . {x — a») et P{x) étant un 
polynöme en x de degré 2n — 2. 

Le polynöme P{x) doit satisfaire aux conditions sui vantes: 



PW = -«■•«.,) (l-jL) 



4^; 

Nous désignons par la notation Q\x) la dérivée de Q(x). De plus 
le coöfficient de a;^""^ dans P(a;) doit étre égal ä 

-fl L.) 

Voila donc w + 1 conditions nécessaires auxquelles doit satisfaire le 
polynöme P{x) pour que Téquation (3 bis) soit intégrable de la fa9on que 
nous avons dite. Ces conditions ne sont pas sufFisantes. En effet, le 
polynöme P{x) étant de degré 2n — 2, il reste dans ce polynöme n — 2 
paramétres arbitraires; mais dans ces n — 2 paramétres qui sont des 
quantités complexes, je dois distinguer les parties reelle et imaginaire de 
telle fa9on qu'ils équivalent a 2» — 4 paramétres réels. Or combien 
avons-nous de paramétres arbitraires dans le groupe G. Le groupe G est 
defini par un polygone R^ de 2n cötés. Pour définir un pareil polygone 
il faut en general in — 3 conditions. Mais notre polygone n'est pas 
quelconque: en effet les cötés conjugués doivent étre congruonts ce qui 
fait n conditions; la somme des angles des divers cycles doit étre respec- 

tivement égale a ^r-, ^, -r-^ ce qui fait m + 1 conditions. Il reste 
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donc en tout dans notre groupe G 2n — 4 paramétres arbitraires. Dans 
notre fonction ^{xj au contraire nous avons 2n — 4 paramétres qui restent 
arbitraires dans F{x) ; nous avons en outre dans Q{x) n — 2 paramétres 

complexes arbitraires, a savoir ag, a^, a^; cela équivant ä 2w — 4 

paramétres complexes. Donc dans la fonction f!(x) il y a 2n — 4 para- 
métres arbitraires de plus que dana le groupe G. Donc pour que Téqua- 
tion (3 bis) s'intégre de la fa9on que j'ai dite il faut, outre les conditions 
énoncées plus haut, que 2n — 4 autres conditions soient remplies. Ces 
conditions sont transcendantes et tres compliquées; leur étude trouvera 
place dans un autre mémoire. 

Supposons maintenant que Von se donne a^y a^, a„, c'est ä 

dire les points singuliers de Téquation (3 bis), Q{x) sera déterminé et il 
nous restera les 2n — 4 paramétres de P{x). Le nombre des paramétres 
restes arbitraires est alors précisément le nombre des conditions a remplir. 
Dans une question ou n'entreraient que des fonctions algébriques ou des 
transcendantes simples, on pourrait conclure de lä que Ton peut toujours 
disposer de ces paramétres pour satisfaire ä ces conditions, et par consé- 
quent qvCU existe touojurs une équation de la fornie (3 bis) intégrahle par 

les fonctions fuchsiennes seules et ou les points singuliers a^, a^, a^ , 

ö^n+i sont' donnés ä Vavance. Mais ici nous* ne pouvons nous contenter 
d'un pareil aper9u et ce théoréme, fort important, exigera une demonstra- 
tion spéciale que je donnerai dans un mémoire ultérieur. 

Dans le cas particulier ou le polygone jR^ est symétrique, les points 
singuliers aj, a^, a„^i ainsi que les coöflficients de P{x) sont réels. 

Dans le cas plus particulier encore ou n = 2, Téquation (3 bis) se 
raméne aisément ä Téquation hypergéométrique de Gauss. De plus nous 
avons 2n — 4 = 0, de telle sorte que le nombre des conditions transcen- 
dantes dont il a été question plus haut est nul. Alors pour que x soit 
fonction fuchsienne du rapport des intégrales, il faut et il suffit que: 

coöfficient de rr^ dans P{x) = — -Il — —A 
Ä' Ä> Ä ét^^* entiers. 
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Etudions maintenant les fonctions thétafuchsiennes. 
Soit S{z) une fonction thétafuchsicnne jouissant de la propriété carac- 
téristique 

Reprenons la fonction fuchsienne f{z) = * et sa dérivée f{z), il est 
clair que la fonction 

B[z) 



[/'(^)] 



m 



sera une fonction fuchsienne et par conséquent une fonction rationnelle 
de X. Nous avons donc pour lexpression généralc des fonctions S{z): 



(S) 



m 



F étiint Talgorithme d*une fonction rationnelle. 

Panni les fonctions thétafuchsiennes, nous avons vu qu'il y en avait 
de deux espéces; les unes devenant infinies, les autres ne devenant pas 
infinies a Tintérieur du cercle fondamental. 

Quelle sera la forme gépérale de celles de la 2"^® espéce? Uexpres- 
sion (1) ne doit devenir infinie pour aucune valeur de x. Dans ce cas 

F{x) ne pourra devenir infini que si — devient nul, c' est a dire si x vient 

en Tun des points singuliers x = a^^ x = a^, x = a„. 

Il suit de lä que Ton doit avoir: 

W« / (« — a^f'{x — a,)^ ....(« — a„)^'* 

dp{x) désignant un polyn6me d'ordre p. Exprimons maintenant que 8{z) 

ne devient infini ni pour x = a^j ni pour x = a^, ni pour x = a^j 

ni pour o; = co; il viendra: 

(3) 
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Ces t^ + 1 inégalités sont compatibles. 

Ces inégalités ne permettent pas de donner a p des valeurs aussi 
grandes que Top veut, de sorte qu'il existera toujours un nombre q tel 
que Ton ait constamment p <q et que les inégalités (3) permettent a p 
d'atteindre la limite q — 1. 

Supposons le nombre m donné; le nombre q sera alors détxjrminé et 
il est clair qu' entré q fonctions thétÄfuebsiennes de la »® espéce, il y aura 
toujours une relation linéaire identique. 

Si Ton se reporte ä Texpression que nous avons donnée de ces transcen- 
dantes dans le § 1, on verra quMl y entré une fonction- rationnelle H{z) 
renfermant un nombre infini de paramétres arbitraires. Il suit de la qu'il 
y a une infinité de fonctions rationnelles H^ telles que la serie théta- 
fuchsienne correspondante soit identiquement nulle. 

Il existe donc une infinité de relations identiques linéaires entré ces 
series thétafuchsiennes. Nous les étudierons plus loin. 

Revenons a Texpression (2). Jusqu'ici nous avons supposé que les 

nombres m, ^j, X^j qui y entrcnt étaient entiers. S'ils ne Tétaient 

pas, la fonction définie par cette expression ne jouirait plus de la pro- 
priété fondamentale des fonctions thétafuchsiennes, mais elle pourrait rester 
uniforme. Pour cela il suflfit que les nombres: 

m{pi-\)-X,pi (i=l, 2, n) 

et 

m(/9n4.i + 1) — Y;^„+i 

soient entiers. 

Il est clair que les n + 1 équations: 

(4) 

011 les B sont des nombres entiers donnés fourniront toujours des valeurs 
pour les X et pour m, car ce sont des équations linéaires dont le dé- 
terminant n'est pas nul. 

Supposons donc que dans les équations (4) on donne ä tous les e 
la valeur O excepté a e^ auquel on donne la valeur 1. Portons ensuite 
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dans Texpression (2) les valeurs de m et des X tirées des équations (4) 
et reTnpla9ons dans cette ménie expression 0^ par une constante. Nous 
aurons défini une fonction X^ qui est holoraorphe dans tout le cercle 
fondamentaly et qui n'a d'autres zéros que le point a^ et les points 
correspondahts. Tous ces zéros sont d'ailleurs simples. 

Ces fonctions Xj, X^, .... X„, X^+i, dont le r61e est tres important, 
ont été découvertes par M. Halphen dans le cas particulier de n = 2. 
On peut trouver entré elles et x certaines relations intéressantes. Consi- 
dérons en effet les series X^ et X^^.^. Soient m\ et m„^i les valeurs 
correspondantes du nombre m. Ces valeurs seront fractionnaires. 

Soit en effet Y une fonction uniforme quelconque susceptible d'étre 
niise sous la forme 



(2 bis) • 



_ (^\M ^ 



(dx\M 

[dz) {x — a^' 



^2 ( -^ ^ \^l 



(« — aj* (« — a„) 



K désignant un facteur numérique. Cette fonction n'a d'autres zéros ou 
infinis que les points aj, a^, . . . " a„+i et leurs correspondants. Supposons 
que ces zéros soient respectiveinent d'ordre j^^ j-^y .... j^n^i] il va sans 
dire que si a, par exemple était un infini j-i serait négatif. On aura: 



y=kxx': x:;t' 



K étant un facteur numérique. On aura en particulier: 



et 



X j^j _^_j_j 



X — a. = K.X, X , , 

I t i n+1 



les K étant toujours des facteurs numériques: d'ou les relations identiques 

Nous avons exprimé les fonctions thétafuchsiennes de deux raaniéres 
tout ä fait différentes; soit par la serie (4) § 1, soit par. la formule (1) 
de ce paragraphe. 
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Nous savons donc a priori qu'il existe une infinité d^idcntités de la 
f orme : 



s«(^:)<- -*)■'= (£)>') 



ou H et F sont les algorithmes de deux fonctions rationnelles. 

Ecrire effectivement ces identités et en particulier reconnaitre dans 
quel oas la fonction F est identiquenient nuUe, tel est le probléme dont 
il 8'agit maintenant de donner une solution aussi coraplét<3 que possible. 

Mais pour y arriver, il est nécessaire d avoir recours a des considéra- 
tions d'un ordre un peu différent. 

Jusqu'ici nous avons toujours regardc le iiombre m comme positif ; 
supposons le maintenant entier, mais négatif. Considérons en particulier 
la fonction sui vante: 



^« = (£) 






Je suppose que h est un entier positif ainsi que les exposants fj^ , 
/ij, .... //« et que ces nombres entiers satisfont ainsi que le nombrc|) des 
facteurs du dénominateur aux inégalités suivantes: 

^, > »(i - i) 

(5) 

D^aprés ces • inégalités la fonction A{z) ne peut devenir infinie que si 
Tun des facteurs du dénominateur s'annule. Il en résulte que les infinis 
de cette fonction sont tous simples et quils sont compris dans Tune des 
formules : 



ou 



V' r.» + Si) 



représente une des substitutions du groupe G. 
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Posons : 

et 

1 



W) - /«.)] [A») - M)] \A») -A^p)\ 

A. A. A 



+ ». '.v . + + 



p 



yi*> -Å'.) A») -M) A») -A^p) 

de telle sorte que: 

A, + A^ + + ^, = O 

^.yi*.) + ^,yi*,) + + ApA»p) = o 

(7) AJ\z,) + AJ\z,) + + A,f\z,) = O 



A.f-^iz,) + AJp-\z,) + + A,fp-\z,) = O 

^./"-H^.) + AJP-\z,) + + A,fp-\z,) = 1 



Le résidu correspondant a Tinfini: 

8'écrira : 

Il en résulte que Ton aura identiquement: 

i9.\ A(z\ - VV ^'^^''^ (n^* + ^^)-'^*^" . Q.. 

(8) . .i(.)_2^2,^^^^,^_^____^^ + ö(.) 

G^(^) désignant une fonction holomorphe a Tinterieur du cercle fonda- 
mental. Plus généralement, si ipi^z) est une fonction rationnelle de z 
n^ayant pas d'infini intérieur au cercle fondamental, on aura: 

(9) 4%W = ^^ 2i.[fM^ Ö^-Tlö^ «.. + ^. + ^^'^ 
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Je dis que dans les formules (8) et (9) la fonction holomorphe G{£) est 
identiquement nulle. 

Premiére demonstration. 

Considérons un cercle G ayant pour centre Torigine et pour rayon r; 
concentriquc par conséqucnt au cercle fondamental. 

Envisageons les différents polygones JB^ qui sent tout entiers ou en 
partie a Tintérieur de ce cercle. 

L'ensemble de ces polygones formera une figure polygonale S ne 
dépendant que du rayon r du cercle C. Considérons Tintégrale: 

Z X 

prise le long du contour de cette figure S, Le théoréme que j'ai énoncé 
pourra étre regardé comme démontré si j^établis que cette intégrale tend 
vers O quand r tend vers 1, c'est a dire vers le rayon du cercle fonda- 
mental. 

Pour cela je vais faire voir: 

1** que le périmétre de 8 reste fini, quel que soit r. 

2** que le module de la fonction sous le signe \ reste plus petit 
qu^une certaine quantité M quand la variable reste sur le contour d'inté- 
gration. 

3** que M. tend vers O quand r tend vers !• 

En vertu du lemme IV du § 1, le nombre des polygones jB< qui 
' sont en tout ou en partie intérieurs au cercle G est plus petit que: 

'S = -^(e3(Ä+^) + e-2(Ä+A) _ 2) 

4<T 

(T et X étant des quantités constantes et R étant défini par Tégalité: 

e«Ä _ 1 



r = 



e^Ä + 1 



Donc a fortiori, le nombre des c6tés de 8 sera plus petit que 2nN. 
Considérons Tun de ces cötés appartenant a un polygone 22, et soit /< la 
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longueur de ce cöté; l^ celle du cöté correspondant de iJ^; soit enfin 
(«» ^*^ A l ^^^^^ ^^® substitutions de G qui correspond ä jB<, on aura: 

H étant la plus grand valeur que puisse prendre 

1 



mod. 



(n« + SiY 



quand la variable z décrit le cöté l^. 

Supposons que le polygone B^ soit tout entier contenu dans un cercle 
ayant pour centre Torigine et pour rayon 

e^^ — \ 

e^^ + 1 * 

En vertu du lemme V du § 1 on aura; 

6^^ + e-^^ + 2 
"^ e»« + c-2« + 2 

Soit L le plus grand coté de JR^. Le périmétre de 8 sera plus 
petit que: 

2nN \ H . L 

GU a fortiori que: 

Il sera done fini. C. Q. F. D. 

Nous devons évidemment supposer que x ne se trouve sur aucun des 
contours d'intégration. La fpnction _£l^ est alors une fonction ration- 

z X 

nelle bien dcterminée et ne devenant infinie pour aucune des valeurs de 
la variable situées sur les divers contours d'intégration. On peut donc 
aisément trouver une limite supérieure Jlf, que son module ne peut dépasser. 
Nous pourrons supposer aussi que la fonction A{z) ne devient pas 
infinie le long du pcriniétre de R^ et nous pourrons trouver une limite 
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supérietire -M^ que son module ne peut dépasser quand ^ décrit le contour 
de Rq, Mais on aura identiquement : 



\ri^ + Si) ^ 



(Ti^ + 3i) 



n Vih 



On en conclut que quand z dccrit le contour de S le module de A{js) 
est plus petit que: 

et celui de la fonction sous le signe J plus petit que: 

D'ailleurs quand r tend vers 1, M tend vers O, puisque M^ et M^ 
sont des constantes et que U tend vers 0. 
• Le théoréme énoncé est donc déinontré. 



Deuxiéme Demonstration. 

Posong : 






ajd + A {Tid + S{f^'^'^ 
Tid + Si 

Si dans cette expression on regarde z coinme une constante, 0{Zf a) 
sera une fonction thétafuchsienne de a. Supposons d'abord que ^ et a 
soient tous deux intérieurs au cercle fondameiltal ; cette fonction théta- 
fuchsienne ne deviendra infinie que pour a=z et pour leé> po^nts corre- 
spondants, c'est ä dire pour f{a) = f{z). Le résidu correspondant a IMnfini 
z = a sera egal a — ^(z). On aura donc : 

(10) <iKz a)= if(-)r' m-)] _j\ m^) 

Dans cette expression (10) F^{a) designe le produit suivant: 
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0^[f{a)] désigne un polynöme entier de degré q en f(a) doiit les coöfi"icients 
peuvent étre des fonctions de z. 

Enfin les noinbres Å^, X^ A, et q doivent satisfairc aux iné- 

galités (3) 

(11) 

On voit aisément en effet que telle doit étre ia forme de toute fonc- 
tion thétafuchsienne de a Ti'admettaiit aucun infini distinct de riiifini a ^= z. 
En comparant les inégalités (3) et (11) on trouve: 

Je me proposc maintenant d etablir Tégalité (9) en montrant que G{z) 
est identiquement nul, c'est a dire de démontrer Tidentité: 



^'(^)-'(^) = 1. F7^. ^^^' ^^) 



ou bien: 

^(^)-'^^) = i.y^.-rr7^I>:)'''f-^^^^-^l W(W(^* 

Nous pouvons simplifier le second membre en supposant que Ton a: 

Åi = fii 

Si cela n'avait pas lieu, on niultiplierait I\{a) et ö,[/^(ö)] par 

[/(a) _ a,r-'^ [J[a) ~ aj^''^ [f{a) - a^^fn-^^ 

Le degré du polynöme ^,^ [/'(«)] serait alors augmenté, mais il resterait 
inférieur a p. 

On peut donc toujours supposer 

K ^ f^i ^-t par consequent F{z) = l\ {z) 
tout en continuant ä supposer 
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Uidentité a détnontrcr se simplifie alors et 8'ccrit: 

y A, F{z)f{z) _y A, e,[f(z,)] F(z)f(z) 



Si nous posons maintenant 



= PlA^t)] 



-2(A+1) 



P representera un poiynome en f{iSt) dont le degré sera egal h q — 1 et 
ne pourra par conséquent surpasser p — 2. Uidentité a démontrer se 
réduit alors: 

et sous cette fornie elle est évidente en vertu des relations (7). Le théo- 
réme énoncé est donc encore démontré. 

Cette seconde demonstration nous conduit tout naturellement ä un 
théoréme important relatif aux fonctions thétafuchsiennes de 2^* espéce. Soit 

une serie ou // est ralgorithme d'une fonction rationnelle n'ayant pas 
d'infini a Tintérieur du cercle fondaraental. Qn a vu que cette serie 
représente une fonction thétafuchsienne sans infini et peut étre égalée ä 
une expression de la forme: 

(13) . [f(z)r'^-^=^ 

Oq_i étant un poiynome de degré q — 1 en f{z) et q étant le plus grand 
nombre entier satisfaisant aux inégalités (11). 

Toute expression telle que (13) peut sexprimer linéairement a Taide 
de q d'cntre elles; donc toute expression telle que (12) peut sexprimer 
lirtéairement å Taide de q d'entre elles. Mais on peut faire deux hypothéses. 

Ou bien toute expression telle que (13) peutétre mise sous la forme 
(12) et alors toute expression telle que (12) ne peut s'exprimer linéaire- 
ment a Taide de g — 1 d'entre elles. 

Ou bién il n'est pas possible de mettre toute expression (13) sous 
la forme (12) et alors toute expression telle que (12) peut s'exprimer 
linéairement ä Taide de j — 1 d'entre elles. 
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Gette deuxicine hypothése doit étre rejetée. 
Supposons la en effet satisfaite et soient: 

les q — 1 fonctions telles que (12) ä laide desquelles toutes les autres 
sexpriment linéairement. 
Soient maintenant 

q valeurs quelcoiiques de z. On pourra toujours trouver g iiombres 

■^11 -^11 -^j 

satisfaisant aux conditions: 

^.Ö.K) + A^e,(z,) + + A,0^{z,) = O 

^, »,(*,) + A^ ».(»,) + +A, ejiz,) = O 

A^ Ö,_,(a,) + ^,Ö,-i(«,) + + A, Vi(«») = O 

On aura alors quelle que soit la fonction H qui entré dans Vexpres- 
sion (12) 



(14) 



11H^^>"*''' 



-2(A + 1) 



= 



Soit [a, ^ "^ ^ j une substitution quelconque du groupe (?; on dé- 

montre aisément Tidentité suivante en reprenant la fonction ^z, z^) définie 
plus ha ut et y faisant ^{z) = 1 



(15) 






>-2A 



z + å) 0(z, Zk) = 



= 5] (^*^* + ^*) 



—2 A— 2 






2A+1" 



Z — 

Ti^k + Si 



'"-"[K^)-]"" 



= Sfr.. +«-»-• w^) 
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n{z) étant ralgorithme d'une fonction rationnelle ne dcvenant pas infinie 
a Tintérieur du cercle fondamental. 
Posons raaintcnant: 



A(z)^^A,(l>{z,zt) 



Des formules (14) et (15) nous dcduisons: 



Coinme cela a lieu quelle que soit la substitution j ^^ ^!f_Z_c j que 
Ton ait choisie dans le groupe G, il faudrait que Ton eiit: 

F{x) étant rationnel en o*. 

Mais A[z) n aurait que q infinis distincts, z^y z^^ z^. Or il est 

aisé de voir qu'une fonction de la forme l;^] F{x) doit toujours avoir 

plus de q infinis distincts. 

Donc rhypothése faitc au debut est absurde. 

Donc toute exprcssion de la forrne (13) peut toujours étre niise sous 
la formé (12). 

Donc toute fonction de la forme (1) peut toujours etre expriniée par 
une serie de la forrne (4) paragraphe 1 pourvu que m > 1. 

Comment luaintenant, étant donnée une serie de la forme (4) § 1, 
pourrons nous la mettre effectivement sous la forme (1). ' 

On donne une serie 0{z) de la forme (4) et il s'agit de la mettre 
sous la forme: 



(s)"'^' 



) 



Nous coniiaissons d'abord les infinis de S[z) et Jes résidus correspon- 
dants; mais cela ne suftlt pas pour déterminer complétement F{z)j il reste 
dans cette fonction rationnelle un certain nombre de coöfficients indéter- 
minés. On peut d*abord calculer un nombre suffisant de valeurs de la 
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serie 6{z) pour avoir des équations. qui permettent de déterminer ces 

coöfficients. Il est plus simple d'opérer de la, maniere suivante. Con- 
sidérons la fonction 



*>(£)"'= 



F(x) 



Elle devient infinie, non seulement quand 0{z) est infinie, mais quand 
-? est nul, c'est a dire pour: 

* • . ■ • 

« = ö| , 2 = «^ , Z = ttn. 

(7" \ — I 

-? I suivant les puissances crois- 

santes de z — a^ et on caleulera les coöfficients de tout^s les puissances 
negatives. Quand ces coöfiicients seront connus, ainsi que les premiers 
coöfficients du développement de x suivant les puissances de z — a,, la 
fonction F{2^ sera aussi connue. 

Mais pour trouver ces coöfficients eux-memes, il faut calculer un 
certain nombre de valeurs de la s(5rie 0{z) et de series analogues. II est 
pourtant des cas oii cette difficulte peut étre evitée. 

Reprenons la fonction 



=(S) 



—h 



Fiz) 



que nous avons dtudiée plus haut; nous avons démontré 1'identité suivante: 

(8) A^,^^V\JAlM(m±J£^ 

Différentions cette identit^ 2ä + 1 fois par rapport a z; il vieiidra: 
le second meinbrc peut 8'écrire: 
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Remarquons que si dans lo groupe (?, nous avons la substitution 

( aiz ^r Pi \ j^Qug aurons également la substitution inverse |«, ^ ^ . ^ |. 

Cest a dire que Texpression précédente peut 8'écrire: 

Lre second membre de Tidentité (16) est donc une serie de la forme 
(4) § 1; il reste a raettre le preniier membre sous la forme (1). C-est 
lä un calcul qui ne présente pas de difficultés. J'en indique le resultat 
dans le cas de A = 1 et dans celui de Ä = 2. Soit 



^^w = (S)"*^-<^) 



et soient yl, , A^j etc. les dérivées successives de A^ par rapport a x. Repre- 
nons maintenant Téquation: 

(3 bis) ^ = vip{x) 

et soient ^,, ^j, etc. les dérivées successives de (p par rapport ä x. On 
aura dans le cas de A =s 1 

(17) ^ = (.. - tA.,, - 4.,rt(|)" 

et dans le cas de Ä = 2 



(18) 



dz 



A ^ /dr\* 

^ = (yl, - 20A,<p - 30J,^, ~ 18A,^, - U,<p, + UAy + 64//,^^.)^^ J 



On peut trouver une infinité de relations analogues a la relation (16) 
par divers procédés; par exemple en di£Pérentiant cette relation par rapport 
aux divers paramétres z^y z^^ Zj,. 

Je vais maintenant poser un demier probléme que je ne résoudrai 
que partiellement. 
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ConsidéronP la serie (4) § 1 

elle dépend do la fonction rationnelle H et je. la représentorai poiir cette 
raison par la notation: 

e[z, H] 

Comment faut-il choislr la fonction rationnelle H pour que 9 soit iden- 
tigtiement nul? 

La solution compléte de ce probléme serait sans doiite tres com- 
pliquée; mais on peut saider dans chaque oas particulier des considéra- 
tions sui vantes: 

P Si Ton a identiquement 

e{z. B,) = e{z, F,) = o 

on aura également: 

e{z, H, + H^) = 

2^ Si la fonction rationnelle H peut se développer en une serie 
convergente de la forme suivanto: 

(S) k^H, M- fc.ff. + + fr,ff, + . . . . 

ovL Ä, , Ä, , . . . k, sont des coöfficients constants et ou Ä, , H^, . . . H, sont 
des fonctions rstionnelles telles que: • 

e{z, ff.) = o 

Si la serie (S) est convergente toutes les fois que z est intérieur au 
cercle fondamen tal, on aura identiquement 

e{z^H) = o 

3° Si Ton a identiquement: 

»(«, H) = O 

et si, Iz, ^^^ *A désignant une des substitutions de ö, on pose: 



"■"> - "i^)"' + " 



v— 2m 



Aeta åtath€matiea, I. «)2 
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on nura identiquement : 

Biz, ff.) = O 

En efifet posons pour abréger: 
la serie (4) ponrra s^émettre sous la forme: 

»(., H)=s«[/,n/,-w]]][*i^^]" 

Rempla^ons maintcnant is par f^{z) dans Téquation identiq\ie 

»(», H) = O 
il viendra: 

ce qwi démontre Tidentité annoncée. 

4° Soit, pour reprendre les notations employéea au debut de ce 
ehapitro, a^ Tun dos sommets du polygone i?^, aV son symétriqtie par 
rapport au cerele fondamental. Une des substitutions de G s'écrira: 

Z — ttr Z — ar/ 

P^ étant un nombre entier connu. Si nous posons: 

on aura identiquement: 

»(», ff) = O 
a moins que: 

p + m = mod. /9r 

En effet considérons les divcrses substitutions (jgf, /<) du groupe Ö, on 
peut en choisir une infinité 
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et de telle sorte que chacune des fonctioiis f^z) puisse étre définie d'unc 
maniére et d'une seule par une relation de la forme suivante 

/« — aV f * — «', 

h étant un entier egal ou inférieur 9- ^r- On aurs alors: 






ou 



0(z, fl) = 




Or si lon n'a pas 


% • 




2> + w = mod. /?r 


on aura: 








On aura donc- 




• 


»(a, ff) = 

C. Q. F. D. 



5** Reprenons Tidentité 



ou 









Faisons y successivement 



1 

f («) = 1 et ^a) = ——^ 

b étant une quantit^ constante extérieure au cercle fondainental, nous 
obtiendrpns deux identités de la forine (9). 
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1 

Multiplions la premiére par r- et retraiichons en la secoiide; 

il viendra: 

(19) y ^*^^':i. r(6, z,) = o 



*[/(«*)]' 



en posant: 



nb, a) 2j «.a + fi, (^,a + «^ )»(*+!) 



b 

Posons encore 



»(6, a) = - 



d6»*+>(§ÄTT)! 



il viendra, en difiFérentiant 2A + 1 fois la "relation (19) par rapport a b: 

m 

Or 8{b, Zt) est uiie fonctioii thétafuchsieiine de b. Le premier meiiibre 
de ridentité (20) est doiic uiie serie de la forme (4) § 1. Nous obtenoiis 
doiic ainsi une serie de cette forme qui est ideiitiquemeiit uulle quaiid J, 
qui est ici la variable indépendante, reste extérieure au cercle foiidamental. 

Mais ce que nous cherchons, c'est une serie de la forme (4) qui reste 
identiquement nulle quand la variable indépendante reste intérieure au 
cercle fondamental. Heureusement il . est facile de passer d'un cas a 
Tautre. Posons en -effet 





6 = 1 

z 


On aura: 






riih + ;•?, 1 




Yih + (ii (liZ + ffi 



TiZ + d\ 



«'«> ^i^ Yiy ^i désignant les quantités imaginaires conjugées de a<, fi^^ ;-^, o,; 
de sorte que les substitutions |«, ^V^ V | förment un groupe G* con- 
jugué de Cr. 
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De inéiiie en posaiit: 



1^ oiib + fii 






on aura: 






dhi z* dzi 






db z* dz 






Nous auroiis donc: 






<'<'.»)=S,i^r^.(§r=S. 


(1- 




ou enfin 




■ 


0(6, a) - 0**'^*^Ö'(«, «) 




en posant 






fr(« n.\ - v 1 


^d^i 


\»+l 



(£) 



A+l 



Nous arrivons a Titlentité sui vante: 



I^s fonctions #' sont des fonetions thétafuchsiennes de ^, de sorte 
quc nous avons bien une identité de la forma cherchée. Mais le groupe 
des fonctions S' n^est pas le groupe 6r, mais le groupe conjugué G\ 

Passons donc du groupe G' au groupe G en changeant ^ — 1 en — ^ — 1 ; 
il viendra: 

Dans cette formule I — ^ — xfi | et z\ désigneiit les quantités imagi- 

• • ^ 1 " -^k^fiZkj -1-1» > • 

naires conjuguees de »^.i et de r^ et löna" pose: 



»'.(«, a) - ^ 



1 I 



(• - «?^,) 



'*+*(r<« + »^f*"' 
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de sorte que si nous posons: 



Hu\ = V rji*£(f£LT____L__ 



nous aurons idcntiquement 

0{z, ff) = O 

tant que z restera intérieur au cercle fondainental. 
6° Supposons que lon ait identiquement 

9iz, ff) = O 
et que H dépende d'un ■ paramétre arbitraire. A; on aura également: 

e(z. 






En combinant de diverses maniéres les six principes qui précédent 
on obtiendra une infinité de relations de la forme: 

e{z, if) = o 



§ 6. 1^^* famUle ; genre quelconque, 

Nous nous sommes étendus sur les fonctions de la 1^'® famille et du 
genre O parce qu'elles sont les plus simples de toutes et parce que les 
principes généraux; une fois démontrés dans ce oas particulier, sétendent 
sans trop de peine aux fonctions de toutes les familles et de tous les 
genres. Nous insisterons moins sur les autres fonctions fuchsiennes et 
nous nous bornerons a faire connaitre les particularités les plus reniar- 
quables qui les concement. 

Lorsque le polygone iJ^, tout en restant de la 1*'® famille, n'est pas 
de la forme simple étudiée dans le paragraphe précédent, ou n*est pas 
susceptible d'y étre ramené, les fonctions fuchsiennes correspondantes sont 
de la 1*" famille et de genre plus grand que 0. 

Oommenfons par un exemple simple. Soit un polygone R^ de 4n 
cötés et tel que les cötés opposés soient conjugués. Tous les sommets 
förment alors un seul cycle, de sorte que la somme de tous les angles 
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du polygone R^ est une partie aliquote de 2;r. Supposons d'abord qu'elle 
soit précisément égale a 2r. On pourra alors exprimer toutes les fono- 
tions fuchsiennes défivées du polygone B^ a Taide de deux d entré elles 
que nous appellerons x et y, et entré lesquelles il y a une relation 
algébrique : 

(1) i/ix, y) = O 

qui est de genre n. 

Reprenons Téquation (3) du § 4. Elle s'écrit: 

d? = V9>{x, y) 

et Ton a identiquement : 

en désignant par x\ x"j x'"j les dérivées successives de x par rapport a z.' 
Quelle est la forme de la fonction jr(a:, y)? Pour simplifier) je vais 
supposer que la fonction y åe x dcfinie par Téquation (1) ne présente 
que des points singuliers de la nature la plus simple; c/est a dire que 
toutes les fois que Ton a: 

1^ = 
dy 



on a, ou bien: 



# > A ^V > A 



(ce qui correspond pour la co.urbe algébrique ^(x, y) = O a une tangente 
paralléle a Vaxe de y et n'ayant avec la courbe qu'un contact du 1" 
ord re) ou bien: 



ax 



\dxdy) dx*dy* < dy» < 



(ce qui .correspond pour la cortrbe algébrique ^(ar, y) s±= O k un point 
double ordinaire). 
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N0U8 supposerons en outre que si réquation (1) est d'ordre r, on a. 
pour X infini, r valeurs finies et distinctes du rapport ^ (ce qui cörres- 

pond pour la courbe ^(rr, y) = O ar directions asymptotiques distinctes). 

Ces hypothéses ne restreignent pas la généralité; en effet on peut, 
parmi le^ fonctions fuchsiennes correspondant au groupe G, choisir d'une 
infinité de maniéres les fonctions x et y de telle sorte que toutos les autres 
s'expriment rationnellement en x et y et ce choix peut toujours se faire 
de fa9on a satisfaire aux hypothéses précédentes. 

Reprenons maintenant * notre fonction ^{x, y). Il est clair que pour- 
les valeurs infinies de Xj elle reste finie; qu elle est finie également toutes 
les fois que x' n'est pas nul. Or x' ne peut s^annuler que si lon a a . 
la fois 

dy ax 

Les seuls infinis de la fonction <f{Xj y) sont donc les points singuliers . 
de réquatioa (1) en ny cornprenant que les points singuliers onlinaires 
et non les points doubles de la courbe (1). . 

Considérons Tun de ces iniinis, et soient ot, y9, y les valeurs corres- 
pondantes de x^ de y et de z. On voit aisément que le développement 
de ic — a coramence par un terme en [2 — yY^ celui de y — p par un 
terme en z — y et on en conclut que Von a: 

lim. {y - y9)'(~ j V(aj, y) = - 1 (pour x ^ a, y = p) 

Ces conditions ne suffisent pas pour déterminer complétement la fonc- 
tion ^(Xj y). Celle-ci est assujettie en outre ä un certain norabre de 
conditions transcendantes dont Tétude approfondie fera Tobjet d'un mé- 
moire ultérieur. Nous démontrerons de plus, dans un- autre mémoire, 
que si ces conditions ne sont pas remplies, mais si les coöfficients de ^(.T,*y)' 
satisfont a certaines inégalités, x n^est plus, il est vrai, fonction fuchsienne 
de z, mais en est encore fonction uniforme (Kleinéenne). 

De combien de paramétres distincts dépend notre groupe G? 

Pour définir un polygone de'4n cötés, il faut 8h — 3 conditions; 
mais notre polygone R^ n'est pas arbitraire. Il est assujetti a 2n + 1» 
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conditions, ä savöir que les cotés opposés soient congruents et que la 
somme des angles soit égale ä 2r. Il reste donc 6n — 4 paramétres 
arbitraires. Mais on a vu, au § 9 du mémoire sur les groupes fuchsiens, 
qu'un méine groupe G pouvait étre considéré comine dérivé d*une infinite 
de polygones différents et, en efifet, dans le cas qui nous occupe, on peut 
remplacer le polygone R^ par un autre B\ ayant ses c6tés en mönie 
nombre et disposés de la méme maniére, mais ayant pöur sommet un 
point quelconque du plan; de sorte qu*a un ineme groupe G correspond 
une double infinite de polygones B^ et que le nombre des paramétres 
de G est de deux uriités inférieur a celui des paramétres de i?,,. Le 
groupe G dépend donc de 6n — 6 paramétres. 

De combien de paramétres dépend la relation (1)? Bien entendu, je 
ne considéré pas comme distinctcs deux relations: 

si Ton peut passer de Tune a Tautre par une transformation uniforme, 
c'est a dire en rempla9ant 5 et rj par des fonctions rationnelles de x et 
de y. La théorie des fonctions abéliennes nous apprend que ces para- 
métres sont, pour une relation du genre w, au nombre de 3n — 3. Mais 
il s'agit de 3w — 3 paramétres complexes qui correspondent a 6n — 6 
paramétres réels; c' est ä dire que le nombre des paramétres dont dépend 
la relation (1) est précisément le méme que celui des paramétres du 
groupe G. S'en suit-il que Ton puisse disposer des paramétres du groupe 
G de telle sorte que Ton ait entré x et ;/ telle relation algébrique que 
Von veut? Cest ce que lious démontrerons dans un mémoire ultérieur. 
Dans le cas particulier de n ^^ \y nous nWons plus affaire a des 
fonctions fuchsiermes proprement dites. En effet, dans les polygones curvi- 
lignes Rq dont tous les c6tés sont des arc^ de cercle coupant orthögonale- 
ment le cercle fondamental, la somme des angles est toujours plus petite 
que celle d'un polygone rectiligne d'un méme nombre de cötés. Pour 
un quadrilatére, la somme des angles devrait étre plus petite que 2r. 
Mais ici nous avons supposé que la somme des angles de notre polygone 
curviligne de An cötés était précisément 2r. Si Ton veut faire n = 1, le 
polygone R^ devra devenir rectiligne, le rayon du cercle fondamental 
deviéndra infini et le quadrilatére R^ se réduira a un simple parallélo- 
gramme rectiligne; le groupe G se réduira alors ä des substitutions de la 

Aeta mathitnatlca. I. 33 



258 IT. Poincar^. 

fonne {Zj z -{- ol) et los fonctions fuchsiennes qui en dérivent se réduiront 
a des fonctions doublement périodiques. Cest dans ce sens que Von peut 
dire que les fonctions elliptiques sont des cas particuliers des fonctions 
fuchsiennes. 

Supposons donc w> 1. Le polygone B^ peut presenter différentes 
fonnes de symétrie. Il peut d^abord ctre syniétrique par rapport a un 
cercle coupant orthogonalement le cercle fondamental; dans ce cas, les 
coéfficients des fonctions ip{Xj y) et ^{Xj y) sont réels. Supposons mainte- 
nant qu'il soit symétrique par rapport a un point, ou qu'il puisse étre 
raniené, soit par un changement convenable de la variable Zy soit par 
Tapplication de la régle du § 9 du mémoire sur les groupes fuchsiens, 
a étre symétrique par rapport a un point: dans ce cas la relation (1) se 
rainéne ä la relation hy perelliptique : 

y* = (» — a,) (» — aj (a? — a,.) 

Mais la réciproque n'est pas vraie. 

Considérons maintenant une intégralc abélienne de I*'* espéce: 

(4) Jg{x, y)dx 

et reinpla^ons x et y par leurs valeurs en Z] il viendra: 



j g{^. yW = / 9(ji) •£^^ = ö(«) 



g{z) désignant une fonction fuchsienne de z et G{z) une fonction uniforme 
de Zy holomorphe a Fintérieur du cercle fondamental et cessant d'exister 
ä Textérieur de ce cercle. 

Soit Iz, *^ '^ \ une des substitutions du gröupe fuchsien; on aura 
identiquement: 






Kf étant Vune des périodes de Tintégrale abélienne. Ainsi a chaque 
substitution de notre groupe correspond une des périodes de Tintégrale (4). 
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Mais on peut se placer ä un autre point de vue. Soit ab un des 
cötés du polygone E^; on aura: 



/» 



g{s)dz = G{b) — G{a) 

Gip) — G{(i) sera alors une des périodes de Tintégrale (4) de sorte qu'a 
chaque cöté de R^ correspond une de ces périodes. 

Si cd est le coté conjugué de aft, on aura évidemment: 

ö(6) — ö(a) = ö(c) — G{d) 

Il en résulte qua deux cötés conjugués correspond la niéuie période 
prise en sens contraire et quaux 2n paires de cötés conjugués de notre 
polygone, correspondra un systeme fondamental de 2n périodes de Tinté- 
grale (4). Mais ces périodes ne "seront pas les périodes normales. 

Mais parmi les polygones équivalents a 22^,, en vertu de la réglc du 
§ 9 du mémoire sur les groupes fuchsiens, il en est un qui présente a 
cet égard une particularité remarquable. Considérons un polygone R\ 
de 4n cötés dont les sommets soient en suivant le périmétre dans le sens 
positif: 

»1, ^, ^i^ ^1, <*ji ^»» ^11 rfji , öt«, 6„, Cn, dn. 

Pour plus de symétrie dans les notations, je désignerai indiffércuunent 
ce dernier sommet par les lettres rf„ et d^. eJe suppose que le cöté 
rf,-i a< soit conjugué de b^ c^ et que le cöté a^ b, soit conjugué de c, rf/. 
En d'autres termes le cöté de rang 42> + 1 est conjugué du cöté de rang 
4i> + 3, et le cöté de rang 4^) + 2 conjugué du cöté de rang 4^ + 4- 
On voit sans peine que tous les sommets d'un pareil polygone appartien- 
nént a un méme cycle et que le polygone Ii\ appårtient au genre «. 
Je suppose de plus que la somme des angles soit égale a 2;r; on voit 
alors facilemen t qu'il peut étre ramené a un polygone tel que B^ par 
Tapplication de la régle du § 9. 

Envisageons maintenant deux intégrales abéliennes de 1*'* espéce. 

G(z) 



(4) / g(x, y)dx = / g(z) -^dz = 

(5) Jg,{x, y)dx = j g,[z) ^dz = G,{z) 
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Posons: 



jgiz)^^dz = -jgi 



- / 9i'')^dz = (?(aO - G(d,_,) = A, 




-f. 



g{z) ^dz=- I g{z) ^dz = G{h) - G(a,) = B, 



dz 1 dz 



(,)^d. = - / gS^)%dz = G, {a,) - G,{d,.,) - A\ 




'i-i 







(z)^dz==- I g,{z) g dz = ö,(6,) - G,(a,) = ff, 



Les périodes ^,, B<, A\y B\ des intégrales (4) et (5) correspondront 
ainsi aux divers cotés du polygone Ii\. 

Si maintenant nous'prenons rintégrale: 



/ 



GMg{^)-^dz 



le long du périmotre de B\j eette intégrale doit étre nulle et en déve- 
loppant rintégrale, on trouve sans peine Tiden tité bien connue: 

ce qui prouve que les périodes A^j Bi, etc. sont les périodes normales. 

Je n*insiste pas sur ces considérations qui inontrent quel parti on 
pourra tirer des fonctions fuchsiennes pour Tétude des intégrales abéliennes. 

Je suppose maintenant que la somme des angles de B^ soit, non 

plus 2;r, mais — , y9 étant un entier. 

Voyons quel changement eette hypothcse apportera dans ce qui pré- 
céde. La relation (1) sera toujours de geijre n. La fönction ^{x^ y) jouira 
des mémes propriétés que dans le cas précédent, Jivec eette seule diflfé- 



Mdmoire sur Ics Fonctions Fuchsienncs. 261 

rence qu'elle deviendra infiriie pour r = a^ y = i; c est ii dire pour les 
valeurs de a; et de ?/ qui correspondent aux sommets du polygone B^. 
On aura alors: 

Um. {x — a)V(«, ») = — 4 (l — j) (P^^^ ^ = ö^, 2/ = *) 

Les points singuliers de Téquation (3) soiit alors ceux de la rela- 
tion (1) et le point a, b. 

Considérons inaintenant un polygone B^ de la 1^" famille, niais d'ail- 
leurs tout ä fait quelconque; soit 2n le nombre des cötés et jf> le nombre 
des cycles. Supposons, que si Ton calcule la somme des angles appartc- 

nant aux différents cycles, on trouve respectivement ^, ^, --^, 

pour le 1 ", le 2^, ... et le p"" de ces cycles. Les fonctions f uchsiennes 
dérivées de ce polygone B^ s^exprimeront rationnellement a 1 aide de deux 
d'entre elles que j'appellerai x oX, y ^t entré lesquelles il y aura une 
relation algébrique 

(1) ^z, y) = O 



de genre: 



p ^ n — j; + 1 



Soient (»j, ij, (a^, i^), .... (a^, ftj les valeurs que prennent x ^ty 

quand la variable z vient en Tiin des sommets du 1*', du 2**, ou 

du jö* cycle. 

J'appelle (c<, d^ les points analytiques pour lesquels on a: 

d\i ax 

J'appelle (e^, /J) les points analytiques pour lesquels on a: 

dx dy 

Je conserve d'ailleurs pour la fonction ^^(jr, y) que je suppose d'ordre 
r, les hypot heses faites plus haut Le nombre des points c^^ rf< est alors: 

r(j — 1) + 2P — (r — 1) (r — 2) = 2r + 2P — 2 
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et celui des points ^j, /J est 

(r-l)(r-2) 



— P 



Uéquation (3) 8'écrira: 






La fonction jr(:r, y), rationnelle en x et en y, devient infinie: 
1"* pour X = Cij y = rf,; on a alors: 

lim. (y - ^0'(^) V(*. y) = — I (P^^^ ^ = Co y = rfi) 

2** pour X = Uij y = ft,; on a alors: 

1 —^ 
lim. (« — a«)V(«. y) = -7^ (PO^r a; = a„ y = b) 

Les conditions auxquelles on doit assujettir le groupe G pour que 
Ton ait entré a: et y une relation (1) donnée et pour que les quantités 
{a^\ bi) et les nombres entiers j9, aient des valeurs données sont au nombre 
de 6P — 6 + 2p. Le nombre des paramétres dont dépend le groupe G 
est aussi de 6P — 6 + 2p. Il ne 8'en suit pas immédiatement que Ton 
puisse disposer de ces 6P — % + 2p paramétres de fa9on a satisfaire ä 
ces 6P — 6 + 2|> conditions. Mais je démontrerai dans un mémoire 
ultérieur qu'il en est effectivement ainsi et qu'il cxiste tot^jours deux fonc- 
tions fuchsiennes x et y qui correspondent a un méme groupe G, entré 
lesquelles il y a une relation algébrique donnée 

et qui pour p systémes donnés de valeurs (x = a^y y = b^)y {x = a^y y = ft,),. . . 
(a; = a^y y = b^) voient leurs dérivées des /9j — 1 , ji^ — 1 , .../?, — 1 
premiers ordres 8'annuler, (y9j , y?, , .... ^^ étant des nombres entiers 
donnés). 

Etudions maintenant les fonctions thétafuchsiennes. Leur forme géné- 
rale sera: 
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« ii) 



nx. y) 



F désignant une fonction rationnelle de rr et de y. 

Quelles sont les conditions pour que cette fonction thétafuchsienne 
soit de 2*** espéce, cest a dire reste holomorphe a rintérieur du cercle 
fondainental. La fonction F(jt, y) pourra toujours s'écrire 

P(«, V) 



(^')" (^ - a,t {X - a.)^ {X- a,fp 

Å^y Å^y ... Åp étant les plus grands nombres entiers satisfaisant aux iné- 
galités : 



ii 



-('4) 



Ofi reconnaitra ensuite aisément quelles sont les conditions nécessaires 
et suffisantes pour que la fonction (^6) soit de 2^^ espéce: 

1® La fonction rationnelle P(xj y) devra se réduire a un polynöme 
entier. 

2® Les p{r — 1 ) points d'intersection de la courbe tp^Xj y) = O avec 
les droites a? = a^ , o: == a^ , ... a; = a^ [en exceptant les points singuliers 

{x = a^y y = JJ, [x = a^y y = JJ, {^ = a^, y = b^)] devront ap- 

partenir ä la courbe P{Xy y) = 0; cette derniére deyra avoir un contact 
d'ordre A, — 1 avec la • courbe ^'(j-, y) = Q aux points ou cette courbe 
rencontre la droite x = a< (en exceptant toujours le point singulier rr = a,, 
y = b,). 

Cela équivaut pour le polynöme P(ör, y) ä: 

{r-\){X, +X, + + ;^) = (r_l)^^ 

conditions. 

8® Le degré du polynöme P{Xy y) devra étre au plus egal a: 



^/ + m(r — 3) 



4® Considérons maintenant les points rr = ö^, y =: f^^ c*est a dire les 
points doubles de la courbe ^(r, y) = 0; ils devront appartcnir a la 
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courbe P{x, y) = O, et méine (puisque m > 1) etre pour cette courbe un 
point double. Enfin les deux branches de la courbe P = O devront avoir 
respectivernent avec les deux branches de la courbe ^ = O, un contact 
d'ordre m — 2. Gela équivaut pour le polynome P[-rjy) k 2m — 1 condi- 
tions pour chacun des points doubles rr = e^, y ~ /J, c'est a dire en Wuta 

(2^_ !)( (>- 'H>- 2) _p) 

conditions. 

Un ' polynome de degré N A + m{r — 3) dcpend de : 

\\^X + m(r- 3) + l] [^^ + m(r- 3) + 2] 

paramétres. Mais si lon tient conipte de la relation (1) et si Ton a: 
(7) ^;i + m(r-3)5r 



ce nornbre se réduit a: 



•^^ + (m-l)r(r-3). 



Mais notre polynome est assujetti d'une part ii (r— 1)Na, d'autre 

part a (2m — 1)1 ~ ^ ~ — P I conditions. Il reste donc dans ce 
polynome : 

(8) ^^ + (2m-l)(P-l) 

paramétres arbitraires. Mais ce n'est la qu^une limitc inférieure du nombre 
des paramétres arbitraires restant réoUement dans notre polynome. Car 
il se peut faire: 

V Que la condition (7) ne soit pas remplie. Alors Texpression des 
paramétres arbitraires restant dans notre polynome nest plus 

^/ + (2m-l)(P-l) . 
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v 

mais: 

'Cette seconde expression (liflfére de la premiére de: 

1 (^Å + m(r — 3) - r + l) (^;i + m(r - 3) — r + 2) 

Il en résiilte que les deux expresäions ne difforent pas si Ton a: 

Y;i + (m — 3) — r = — 1 ou — 2 

L'expression (8) ne cesse par conséquent de représenter le nombre 
des paramétres restes arbitraires que si Ton a: 

y ;i + (tn — l)r — 3m < — 2 

Or cette inégalité jointe ä m ^ 2, r ^ 3, entraine les égalités siiivantes: 



r = 3 >yl = 



E- 



Mais ce oas oii Ton a r = 3, P = 1, N A = O et ou par conséquent 

tous les A sont nuls, est précisément celui des fonctions elliptiques dont 
nous n'avons pas a nous occuper. 

2° On peut se demander aussi si les 

(,_ l)^,.,(2„ _!)[ (>- 'Kr -2> -p] 

conditions auxquelles nous avons assujetti notre polyn6me sont toutes 
distinctes. Voici comment on peut tourner la difficulté. Soit N le nombre 
des zéros distincts de Texpression (6); le nombre JV + 1 sera évidemment 
une limite supcrieure du nombre des paramétres restes arT3itraires dans 
cette expression. Maia cette limite peut encore étre abaissée. En eflfet 
Texpression (6) sannule quand la variable z vient en Tun des sommets 
de Rq'j ce sont la des zéros qui ne sont pas arbitraires. Si donc N' est 
le nombre des zéros réellement distincts qui colncident avec les sommet« 
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de JB^ , nous devons prendre pour notre limite supérieure N — N' -{- 1. 
Ce n'est pas tout. Si Ton considére une expression rationnelle en x et y, 
admettant q zéros et q infinis, la théorie des intégrales abéliennes nous 
apprend qu'on ne peut pas choisir arbitrairement les q zéros et les q 
infinis, mais (lue la connaissance des q infinis et de q — P des zéros ftuffit 
pour déterminer les F derniers zéros. Or les N — N' zéros qui restent 
de notre expression (6) sont ceux de la fonction rationnelle: 

Pi^. y) 



dont nous connaissons les infinis. Il en résulte que N — N* — P d entré 
eux suffisent pour déterminer lous les autres et que nous devons prondre 
finalement pour notre limite supérieure N — N^ — P+ 1. 
Or les principes du § 3 nous donnent: 

N—N'-^P+ 1 =y;. + (2»« — 1)(P— 1) 

c'est a dire que notre limite supérieure coKncide avec la limite inférieure 

trouvée plus liaut. Il y aurait exception dans le oas Na — O, P =-^ 1 

c*est a dire dans le oas des fonctions elliptiques dont nous navons pas 
a parler. 

Il résulte de la que toutes les fonctions thétafuchsiennes de la 2^* 
espéce (aussi bien celles qui peuvent s^exprimer . par une serie de la 
forme (4) § 1 que celles qui ne peuvent sexprimer par une pareille 

serie) peuvent 8'exprimer linéairement a laide de \A + (2w — 1)(P — 1) 
d'entre elles. 

Considérons maintenant une fonction de la forme: 



=(S)' 



-•»I 



Az) = b- F{x, y) 
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« 

F dé^ignaiit uiie fonctioii rationnelle en x et cii ij et cherchons qiiel l^^X 
le iiiinimum du nombre des infinis distincts d'une pareille expression. 

Nous supposerons que les somrnets de B^ ne sont pas des infinis de 
notr^ fonction /1(^). Pour que -le nombre des infinis soit minimum il faut 
que celui des zéros le soit aussi, il faut par conséquent que les somiftets 
de Rq soient des zéros d*un ordre aussi peu élevé (jue possible. Pour 
réaliser cela, posons, ce qui est toujours possible: 

(;, ^ a J^» {z - a,f^ ....(*- a,fp i^Y~' 
Fix v) = ^ ^' 

les A étant précisément les nombres entiers définis plus liaut. Nous recon- 
naitrons que pour que le nombre des zéros distincts soit un minimum, 
il faut et il suffit 1** que P{X', y) soit un polynome entier de degré 

\ A + {^^ — 1) (^ — 3), 2"* que la courbe P = O passé par tous les j)oints 

dMntersection de la courbe ^ = O avec les droites x — a^^ x = a.^, . . . . 
X = a^ autres qjiie les points singuliers {x = «<, // ---^ />,) et que les deux 
courbes aient en ces points un contact d'ordre /, — 1. 3*" enfin que la 
courbe P = O admette les memes points doubles que Y^ =- 0; et de fa<;'on 
que les branches qui se croisent en ces points doubles aient avec celles 
de ^ = O des contacts d^ordre m — 2. 

En effet il est possible de satisfaire a ces conditions, car le polynome 
I\Xy y) contient comme on Ta vu: 



^X + (m - I jr(r - 3) 



parametres et nous n'avons a remplir que: 



(r - 1)^; + (m - I j[(r - 1) (r - 2) - 2/>J 



conditions. 

Il reste donc: 



^; + (2m — 3)(P— 1) 



parametres arbitraires dans notre polynome P(r, y). De plus on voit 
aisément que si nos conditions sont remplies, le nombre des zéros distincts 
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et par conséqucnt celui des infiiiis est miniinum, car le noinbre des zéros 
distincts qui se confoiident avec les sominets de R^ est aussi petit que 
possible et il ny a pas de zcro en dehors de ces somtnets. On trouve, 
en appliquant la régle du § 3 que le nombre minimum des infinis est 

J = ^X + {2m — 2){P—l) 

Comme le polyn6me P(rr, y) ne dépend que de Na + (2^w — 3) (P — 1) 

paramétres il sen suit que nos J infinis distincts ne peuvent pas étre 
choisis arbitrairement, mais que la connaissance de J — P d^entre cux 
suffit pour déterminer les P autres. On ne peut done en general dét^r- 
miner la fonction A de telle sorte qu'elle ait J infinis donnés et qu'elle 
nen ait pas d'autres. 

Quel est le plus petit nombre J' tel que Ton puisse toujours déter- 
miner la fonction A de telle sorte qu elle ait J* infinis donnés et n'en ait 
pas d'autres? La fonction A admettra alors J' — J zéros et J' — J 
infinis distincts de plus que les fonctions de méme forme qui n'ont que 
J infinis, et par conséquent elle contiendra 2J* — 2J paramétres de plus 
qu'elles, ou en tout 



2r 



2/ + ^/ + (2m — 3)(P~1) 



ou, en rempla9ant J par sa valeur: 

2J' — ^>i — (2m — 1 ) (P — 1 ) 
on doit donc avoir 

2J' — ^Å — {2m — l){P—l)^J'+ 1 
ou 

(9) /' ^ ^A + (2m - 1) (P - 1) + 1 

Voila donc la limite inférieure cherchée du nombre J\ 

Maintenant nous allons pouvoir résoudre une question importante qui 
86 pose tout naturellement. Nous avons vu que toutes les expressions 
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de la forine (G) qui iront pas cVinfinis peuvent sexpriiiier linéaireiiient a 

Taide de V A + (2m — 1 ) (P — 1 ) d entré elles. Les series thétafuchsien- 

nes de la forme (4) §.1 et de la 2''® e^péce pouvant toutes se mettre 
sous la forme (6) pourront donc sexprijner Hnéairement a Taide de 

N A + (2m — 1)(P — 1) d'entre elles. Mais nous ne savons pas encore 

si toutes les expressions de la forme (6) qui n'ont pas d^infinis peuvent 
s'exprimer par une serie (4) § 1 . Dans le cas ou il n'en serait pas ainsi, 
toutes les series de la forme (4) § 1 et de la 2^* espéce, s'exprimeraient 

linéairement a Taide de N A + (2m — 1)(P — I) — 1 d'entre. elles. Je 

vais démontrer que cette hypothése est impossible. 

En effet, nous avons vu dans le paragraphe précédent (pages 244 sq) 
que si toutes les series de la forme (4) § 1 et de la 2**® espéce s exprimcnt 
linéairement a laide de g — 1 d*entre elles on pourrait construire une 
fonction 

F{z) representant une fonction fuchsienne de z admettant q infinis donnés 
et n'en admettant aucun autre. Donc si Thypothése faite au debut était 

possible, on pourrait construire une fonction A{z) admettant J' = Na + 

+ (2m — 1)(P — 1) iniinis donnés et n'en admettant aucun autre. Le 
nombrc J* ne satisferait pas alors a Tinégalité (9) ce qui est contraire 
a ce qu'on a vu pliis haut. 

En conséquence, toute expression de la forme (6) qui n'a pas d^infinis. 
peut se mettre sous la forme d'une serie (4) § 1 de la 2*** espéce; donc 
toute expression de la forme (6) avec ou sans infinis, pourra se mettre sous 
la forme d' une serie (4) § 1 de la 1*" ou de la 2^* espéces. 

Passons a une propriété importante des fonctions de la forme A{z). 
Ces fonctions auront toujours une infinité d^infinis; soient z^j z^y .... Zi ... . 
ces infinis, que nous supposerons tous simples pour fixer les idées, Ä^^ 

A^j -4,, les résidus correspondants. Soit y{z) une fonction ration- 

nelle n'ayant pas d'infinis a Vintérieur du cercle fondamental. On aura 
identiquement: 
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Cela se dcmontre clc la incine irumicre que dnns le parngniphe précé- 
dent; la preiniere demonstration peut se repeter sans qu*on y change un mot; 
la secondc deinanderait pour étre appliquée quelques modifieations légéres. 

Les divers termes du secohd membre de Tidentité précédente peuvent 
étre groupés d'une inaniere plus avantjigeuse. Soient en efifet q le nombre 
des infinis distincts de A{z)\ z^, z^, ... z^ ces infinis; A^, A^^j ... A^ les 
résidus correspondants, nous pourrons écrire: 

(10) M,(^) = ^ ^,. ^ J^k!£+Jii 

\ TiZk + Oi) 

Dans cette formule cm désigne par la notation («, . 1 \ les di- 

verses substitutions du groupe G. En différentiant la relation (10) 2m — 1 
fois par rapport a Zy on arrive ä une formule tout a fait analogue a la 
formule (16) du paragraphe précédent. Le premier membre est une 
expression de la forme (6) et le second membre est une serie de la 
forme (4) § 1. 



g 7. 2^^^ Famille; genre O. 

Considérons un polygone R^ dont les sommets, au nombre de 2n, 
sont tous situés sur le cercle fondamental et dont les cot^s sont des arcs 
de cercle coupant orthogonalement le cercle fondamental. Tous les angles 
de notre polygone sont donc formés par deux arcs de cercle tangents 
Tun a Tautre et par conséquent, il sont tous nuls. Je supposerai que les 
cötés de rang p et 2n + 1 — P soi^* conjugués; les cycles seront alors 
au nombre de n + 1, dont deux formés d'un seul sommet, le premier du 
sommet de rang 1; le second du sommet de rang n + 1. Les n — 1 
autres cycles seront formés de deux sommets, a savoir des sommets de 
rang p et 2n + 2 — p. 

J'appelle Sp la substitution qui change le cåté de rang p en celui 

de rang 2n + 1 — i^. Nous aurons ainsi n substitutions S^, S^y S^ 

qui seront les substitutions fondamentales de notre groupe G. 
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Je définis ensuite les substitutions S\ Sf^ par Jes égalités 

suivantes: 

et jo pose pour plus de syinétrie dans les notations: 

o, = S'j , 8n+i = S'„ + i 

J*appelle maintenant a< le soinmet de rang i; il est clair que a^ sera 
Tnn des points doubles de S\. Je supposerai que les n -{- I substitutions 

Äfj, S\j S'^^1 sont paraboliques. Cela ne serait pas possible si les 

2n points a, étaient choisis arbitrairement sur le cercle fondamental. Il 
faut qu'il y ait entré eux la relation: 

(1) (02 — öl) (04 — 03) («2/.— ^2p-\) (ö2n — «2ii-l) = 

= (ös — «2) («fi — Ö4) («2p + l — «2p) («1 — «2») 

Dans ces conditions notre polygone B^ est du genre O et du 1®' ordre 
de la 2^® famille; notre groupe G et les fonctions fuchsiennes qui en 
dérivent sont du genre O et de la 2^"" famille. Nous pourrons, comnie 
dans le § 5, choisir panni ces fonctions fuchsiennes une d'entre elles que 
j'appellerai x = f{z) et en fonction de laquelle toutes les autres sVxpriment 
rationnellement. Pour achever de la dcfinir, je supposerai que Ton a: 

f{a,) = O f{a,) = 1 y(«„+i) = 00 

Je posera i en outre comnie dans le § 5 
d'ou 

* 

Si Ton pope 

dx 
Tz 

V satisfait a une équation linéaire: 



'=V[ 



(3 bis) ^-.y.* 
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^{x) étant rationnel en x. Quelle est ici la forme de la fonction f'"(.r)? 
On trouve aisément: 



m^)V 



Q{x) étant le produit (r — «i) ('' — o^) (.r — a„) et P{x) otant un poly- 

nome entier de degre 2n — 2. Le polynöme P(^r) doit satisfaire aux 
conditions suivantes: 

P(a,) = - i Q\ad 

et 

coöfficient de rr^"'"* dans P{x) = — j 

Ces conditions ne sont pas suffisantes pour que x soit une fonction 
fuchsienne du rapport des intégrales de Téquation (3 bis). Il faut en 
outre assujettir P{x) ä 2n — 4 conditions transcendantes. 

Nous déraontrerons dans un autre mémoire que Ton peut toujours 

choisir le groupe G de telle sorte que les nombres a^j a^y a„ aient 

des valeurs données quelconques. 

Dans le cas particulier oh le polygone R^ est symétrique par rapport 
au cercle qui joint a^ a a^^j en coupant orthogonalement le cercle fonda- 
mental, les coöfficients de la fonction rationnelle jr(.r) sont tous réels. 

Si de plus n = 2; f{z) se réduit a la fonction modulaire Ä;^ 

Voyons comment se coraportent les intégrales de Téquation (3 bis) 

dans le voisinage de Tun des points singuliers aj, a^, a^. Les intc- 

grales seront régiiliéres et logarithmiques, pour employer les expressions de 
M. FucHS et de ses disciples. Les deux racines de Téquation déterminante 

seront 0; de telle sorte que les intégrales pourront se mettre sous la forme: 

1;, = (a; — ai)\Pi + Qi log (X — a,)] 
et 

v^ — {:x — QiYQi 

Pi et Qi étant des fonctions holomorphes en x — a< dont la 1*'^ s^annule 
et la 2°** ne 8'annule pas pour rr = «<. 
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Pour .r = cx), on a de niéme: 

Vj = a;*(P«+i + (?„+i log x)v^ 

-^n+i ^* ^«+i ctant des fonctions holomorphes en -, dont la premiore 

s'annule et la seconde ne 8'annule pas pour x ~- co. 

Exprimons maintenant dans le voisinage de chacnn de ces points 
singiiliers, z en fonction de x. On devra avoir dans le foisinage de x ^^ 0^: 



z = 



_ iq, + ii\Q, log {x — g,) + fi] 
/'Q. + AQi log {X — a,) + P,] 



A, /£, /, // etant des constontes convenablement choisies. Supposons que 
la substitution S'^ s*écrive 

\z — ai z — fii ) 

et posons: 



exprimons ensuite que z se réduit a a^ pour o^ = a, et subit la substitu- 
tion S\ quand log {x — a) se change en log {or — a) + 2-^/ — 1. Nous 
verrons que la relation qui précede peut 8'éerire: 



— -r- = P, + log (a- — a,) 

(« — ai)pi 

P^ étant une fonction holomorphe en x — a,. On tire de la: 

(?'< étant une fonction holomorphe en (.r — ai) ; le développement de ^< 
suivant les puissancos de (r — a,) commenco par un terme en (.r — a^) 
dont le coéfficient ne peut jamais étre nul. On tire de la: 

x = ai+ (t>iiti) 

0i désignant une fonction holomorphe en /^ et dont le développement 
suivant les puisv^ances de cette variable commence par un terme du 1*' 

Acta mnthematiea. T. 35 
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degré dont le coöfficlent n\ist jamais nul. Telle est la forme de Texpres- 
sion de x en fonction de z dans le voisinage du point singulier ;r = a<. 
De méine dans le voisinage de ^ ^= a„4i, x = co, on aura: 

— = ff^n + lC^n + l) 

^n+1 désigne une fonction holomorphe en /„^i et son développement sui- 
vant les puissancA de cette variable commence par un terme du 1*' 
degré qui n'est jamais nul. On peut encore derire la relation précédente 
sous la fornie: 

V'' désignant une fonction holomorphe de <„+, ne s'annulant pas avec cette 

, . dx 

variable. Quant a la dérivée ^, elle pourra se mettre sous une forme 

analogue. Dans le voisinage de z = atj on aura: 

0', étant une fonction holomorphe de /, qui ne s'annule pas avec cette 
variable. De méme dans le voisinage de ^ — a^^^, on aura: 

dx ^ 1 r(tn^i) 

dz {z — a,.+i)* tnJ^x 

W désignant une fonction holomorphe de <^^., ne s^annulant pas avec 
cette variable. 

Passons maintenant ä Tétude des fonctions thétafuchsiennes. 

Toute fonction représentée par une serie de la forme (4) § 1 pourra 
toujours se mettre sous la forme suivante 

F désignant une fonction rationnelle de x. Mais la réciproque n'est pas 
vraie. En eflfet nous avons vu au § 2 que toute serie de la forme (4) 
§ 1, peut dans le voisinage de ^ ^ a, se mettre sous la forme: 



Ménioirc sur les Fonctions Fuchsiennes. 275 

1 



{Z — Ui) 



2m 



im 



R désignant une fonction holomorphe de i, qui s^a.nnule avec cette varlable. 
Il en rcsulte que pour x = a^y la fonction [x — a)'^F{x) doit 8'annuler 
et que quand x augmente indéfiniment, x^^Fix) doit tendre vers 0. Telles 
sont les conditions nécessaires auxquelles doit satisfaire Icxpression (2) 
pour pouvoir représenter une serie de la forme (4) § 1. 

Nous les appelleroi^s les conditions Ä. 

Supposons maintenant que la fonction (2) n^admette pas d'infini a 
Tintérieur du cercle fondamental. F{x) devra ctre do la forme: 

m 

//(.r) désignant lin polynöme entier en x. Ma is a cause des conditions Äy 
les nonibres Aj, A,, .... A« sont au plus égaux a m — 1 et le degrc de 
//(.r) au plus egal a n{m — 1) — m — 1. Par conséquent toutes les series 
thétafuchsiennes de la forme (4) § 1 et de la 2*** cspéce s^expriment 
linéairement au moyen de w(m — 1) — m d'entre elles. 

Mais nous ne savons pas encore si toute expression de la forme (2) 
n ayant pas d'infini et satisfaisant aux conditions A peut se metire sous 
la forme d'une serie (4) § 1; ni par conséquent si toutes les series de 
cette forme et de la 2*** espéce ne peuvent pas s'exprimer linéairement ä 
Taide de n{m — 1) — m — 1 d*entre elles. 

Pour reconnaitre s'il en est ainsi, considérons une fonction de la forme: 



-m 



—m 



K») =5^ *•(*) 



F désignant une fonction rationnelle et cherchons quel est le minimum 
du nombre J' de ses infinis distincts, a supposer qu'elle tende vers O 
quand z tend vers a,. 

Nous pourrons écrire: 



,m— 1 / v»»— 1 / _ vin— 1 



Fix) = (^ — ^if (^ — gj) (^ ^ ^n) . IJ{X) 

0(X) 

n{x) et 0(x) désignant deux polynömés en x. Pour que A{z) tende vers 
O quand z tend vers a<, il faut et il suffit que 
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^(«,)> ^K), ^(«n) 

ne soient pas nuls et que le degré du nuraérateur surpasse au plus de 
m — 1 celui du dénominateur. Or le degrc de 0{r) est le iiorabre J' 
des infinis distiiicts de A{z). On a donc: 

J'^n{m — \) — m + 1 

Je dis alors qu'il est impossible d'exprimer lincairement toutes les 
series de la forme (4) § 1 et de la 2*^** espéce a Taide de n{m — 1) — m — 1 
d'entre elles; car, si cela avait lieu, on pourrait construire une fonction 
de la forme .l(^) ayant n{m — 1) — m infinis distincts, ce qui ne se peut 
pas comme nous venons de le voir. On en conclura donc (conime dans 
les deux paragraphes précédents) que toute expression de la forme (2) 
satisfaisant aux conditions Ä peut étre exprimée par une serie de la 
forme (4) § 1. 

La formule (10) du paragraphc précédent s'applique aussi aux fonc- 
tions qui nous occupent. On la dcmontrerait comme dans les deux 
paragraphes 'précédents; la premiére demonstration demanderait quelques 
modifications légéres, la seconde peut s'appliquer sans qu'on y change 
rien. Toutes les conséquences que nous avons déduitcs de cette formule 
(10) dans les deux paragraphes précédents, et entré autres la formule (16) 
du § 5, sont encore vraies dans le cas qui nous occupe. 

On voit aisément comment on étendrait les principes qui précédent 
aux fonctions de la 2"*® et de la 6°"® familles et de genre quelconque. 

Nous pouvons donc passer ä letude des fonctions fuchsiennes qui 
existent dans toute Tétendue du plan. 



§ 8. 3*'*« FamiUe. 

Parmi celles-ci les plus simples sont celles de la 3™*" famille dont 
nous allons parler d'abord. 

Supposons qu on nous donne n paires de cercles (6\ et c'j), [c^ et c'^), 

[Cn et c',). 

Je suppose que ces 2w cercles soient tous extérieurs les uns aux 
autres, qu'ils coupent orthogonalement le cercle fondamental et soient par 
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coiiöéquciit syinétriques par rapport a ce corclc. Je suppose que Ton 
considére n substitutions S^y S^y .... S„, telles que Si tout en conservant 
le cercle fondamental change c^ en c\. Le groupe dérivé des substitutions 
Si sera un groupe fuchsien G dont le polygone genera teur B^ se eom- 
posera de la partie du plan qui est intérieure au cercle fondamental et 
extérieure aux divers cercles c et c\ Le polygone R^ aura 2w c6tés de 
la 1*" sorte, formés par les arcs des cercles c et & intérieurs au cercle 
fondamental et 2n cötés de la 2'^* sorte formés par les arcs du cercle 
fondamental extérieurs aux différents cercles c et c\ Tous les sommets 
de Bq sont de la 3™° catégorie. Quant au polygone i?'^, symétrique de 
Bq par rapport au cercle fondamental, ce sera la partie du plan qui est 
extérieure a la fois au cercle fondamental et aux cercles c et c\ Le 
groupe G et par conséquent les fonctions fuchsicnncs qui en dérivent 
scront de la 3°"° faraille et du genre w. 

Toutes ces fonctions fuchsiennes pourront s'exprimer ratioimellement 
il Taide de deux d'cntre elles que j^appellerai x et y et entré lesquelles 
il y aura une relation algébrique de genre n: 

(!) ' ^(^, y) = O 

Si Ton pose de plus 



1 /lU 



dz 

la fonction v satisfera ä Téquation (3) du § 4, ä savoir: 

(3) j^ = v(f{x, y) 

(p étant rationnel en x et en y. 

Le groupe G ne dépendant que de 3m — 3 paramétres réels distincts, 
on ne peut en disposer de maniére que la relation ^(.r, y) = O soit quel- 
conque. Combien, en eflPet, reste-t-il de paramétres arbitraires dans une 
relation algébrique de genre n: 

(1) S^(a:, y) = O 

lorsqu'on convient de ne pns regarder comme distinctes de cette relation 
celles que Ton en déduit en y rempla9ant x et y par des fonctions ration- 
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iielles de .r' et de y', Oii sjiit qu'il reste 3w — 3 parainetres que Ton 
appelle les modules de la relation (1) et qui sont pgur aiiisi dire des 
invariants a legard de eette relation et des operations qui consistent a y 
rcmplacer x et y par des fonctions rationnelles de x' et y'. En nous 
proposant d'obtenir entré nos deux fonctions fuchsiennes x et y une rela- 
tion algébrique donnée^ nous nous imposons donc 3n — 3 conditions 
complexes qui équivalent a 6n — 6 conditions reelles, Ce noinbre surpasse 
de 3w — 3 celui des parametres dont nous disposons. Ainsi le premier 
menibre de la relation (1) est assujetti a 3n — 3 conditions reelles, il est 
aisé de les trouver. 

En eflPet, on peut supposer que Ton fasse une operation qui consiste 
a changer z en son symétrique par rapport au cercle fondainental. Cela 
revient a changer j/ — 1 en — y — 1 et ä faire ensuite un changement 
lincaire de variable. On change ainsi R^ en R'^ et réciproquement de 
sorte que le groupe G et le systéine des fonctions fuchsiennes qui en 
dérivent ne changent pas. Les 3w — 3 modules de la relation (1) ne 
changent donc pas non plus. Mais quand on a changé j/ — 1 en — V — 1 , 
ces modules ont dii se changer en leurs imaginaires conjugués; puis, quand 
on a fait un changement linéaire de variable, ils n\)nt pas changé. Par 
conséquent les 3n — 3 modules de la relation (1) ne diflferent pas de leurs 
imaginaires conjugués, ils sont donc réels. 

Il en résulte qu'on pourra toujours choisir x et y parmi les fonctions 
fuchsiennes dérivées du groupe G de telle sorte que tons les coefficients de 
la relation (1) soient réels. Alors les coöfficients de ^(x, y) seront aussi 
tous réels. 

Je suppose de plus que Ton ait choisi x et y, ce qui est toujours 
*possible, de fa9on que la relation (1) satisfasse aux conditions que nous 
avons imposées a la relation (1) du § 6, au commencement de ce para- 
graphe (page 255). 

Cela pose, la fonction f^(.r, y) satisfera aux conditions suivantes: 

V Quand x devient infiniment grand du 1" ordre, elle devient 
infiniment petite du 4® ordre. 

2"* Les seuls infinis de la fonction y^{Xy y) seront les points singuliers 
de la fonction y de x, définie par la relation (1) en n'y comprenant pas 
les points doubles de la courbe algébrique <p{Xj y) = 0. Si T un de ces 
points est a; = a, y = &, on aura: 
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lim. 0/ — ^yy£jj f (•«•, ?/) = — 4 



pour a? = a, y = 6. 

Ces conditions qiii, on le remarquorn, sont les memes qne celles que 
ilous avions trouvées dans le premier exeinple, examinc au § 6, ne siif- 
fisent pas pour déterminer la fonction rationnelle jr(.r, y). Celle-ci est en 
outre assujettie a n conditions transcendantes. Voici sous quelle fonno 
on peut presenter ces conditions transcendantes: 

La' fonction jr(.r, ?/) devra etre choisie de telle sorte qu*en faisant 
décrire au point analytique {x, y) n cycles convenablernent choisis (corres- 
pondant a n périodes convenablernent choisies d'une intégrale abélienne 
de 1^"" espéce fgi^y y)d.r) on voie revenir les intégrales de Téquation (3) 
a leurs valeurs initiales. 

Passons maintenant a Tétude des series thctafuchsiennes: 



*<•> = S ."l^)"-" + * 



.—2m 



c*est a dire a Tétude des series de la forme (4) § 1 , et d'abord cherchons 
comment il peut arriver que la fonction définie par cette serie ne presents 
aucun infini en dehors des points singuliers essentiels. 

En general la serie fi{z) adinet comme infinis, ainsi quV)n Ta vu au 
§ 3: 1^ les points correspondants du point co, c'est a dire les points 

;» = --' 
Ti 

2^ les infinis de la fonction H{z) et les points correspondants. 

Supposons pour fixer les idces que la fonction H{z) ne devienne 

infinie pour aucun des points -^— ~. Quelle est d'abord la condition pour 

que les points — -ne soient pas des infinis de W(^)? Pour cela, il faut 

et il suffit que le degré du dénominateur de la fonction rationnelle H{z) 
surpasse de 2m unités celui du nuinérateur. 

Considérons maintenant un infini a de la fonction H{z) elle-méme. 
Dans la sorle 9{z)y le tenne 

H(^) 
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(correspondaiit a a,= 1, r?< == 1, ^9^ = O, ;', = O, c^est a dire a la substitu- 
tion unité) deviendra infini pour z = a. Pour qiie 6{z) reste fini pour 
z = a, il faiit doiic qu un autre terrne de cette séric devienne infini, de 
fa9on que la somme de ces deux ternies ((jui séparement croissent indé- 
finiment quand z tend vers a) tende an contraire vers unc limite finie, 
11 faut pour cela que parmi les ijifinis de H(z) il y en ait un autre 
z = by tel qu(»: 

aa + j3 



h = 



ya + o 



z, — T~^) étant une des substitutions du groupe G. Il ost clnir aiors 
que le tenne: 

deviendra infini pour z = a. Mais il faut que la somme de ce terme et 
du terme H{z) reste finie pour z = a. Soient donc A et Ii les résidus 
de H{z) qui correspondent k z ^^ a et z = h. On aura: 

H(z) = -^ + n'{z) 

z — a 

jj( OLZ + y9V <>v— 2m B >>,2--2m , tj> / v 

H'{z) et H\{z) étant des fonctions rationnelles de z qui restent finies pour 
z =^ a. On .devra donc avoir: 



^v2— 2m 



A + B(ra + sy"" =r O 

Tclles sont les deux conditions nécessaires et suffisantes pour que f?(z) 
reste fini pour z = a et par conséquent aussi pour les points correspondants. 

Cela pose, voici comment il faudra s'y prendre pour construire une 
fonction ti{z) qui n*admette aucun infini. Prenons une fonction ration- 

nelle U{z) admettant 2}) infinis a^, h^y a^, i^, a^, 6^, a^, 6^, et 

ayant pour résidus correspondants A^^ 7?j , A^^ B^y A.^, B^y Aj,j B^. 
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Je suppose de plus que l'on ait: 







rpOp + Of 


«.« + Ä \ 


t 1 * % 1^ 1 « • • • 


1^""' + ^:] 



étant p substitutions du groupe G. J'asflujettis de plus les 2p résidus a 
deux systemes de conditions. D*abord: 

Al + Bl + A2 + B2 + + Ap + Bp = O 

Aiai + Bibi + A^a^ + B262 + + Apap + Bphp = O 

Ainx + Bihi + ^42^2 + -B2?>2 + + Apa], + Bph] = O 



M 2m— 2 , -n iSin— 2 , , ä 2mf-2 , t> i 2m— 2 a 

Aiai + J?iOi + + Apap + jöpO^ = O, 

pour que le degré du dénoTninatcur de TI[z) surpasse de 2m unités celui 
du numcrateur. Ensuite: 

Au + Buirtau + <V)'~'" = (fc = 1, 2, p) 

pour que a^ et h,^ ne soient pas dos infinis de ö(^). 

Ces p + 2m — 1 conditions soront compatibles pourvu que: 

p>2m—\ 

et si elles sont remplies, la serie (i{z) formée a Taide de la fouetion 
rationnelle 

k^p 

H{z) 



jLaXz — Ok z — hkX 



n*aura aucun infini. Je dirai alors qu'elle est de la 2*** espéce, de sorte 
que nous avons ici, comme dans les trois paragraphes précédents, la 
distinction entré les deux especes de series thétafuchsiennes. 
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Toute serie de la forme ö(^), a quelqiie espéce qu'elle appartienne, 
peut se mettre sous la forme 



(£)' 



(2) [^) n.. ,) 

m 

T{x, y) désignant une fonction rationnelle A^x et d'?/. Celles des fonctions 
de la forme (2) qui n'admettent pas d^infinis, sexpriment linéairement, 
ainsi qu'on Va vu au § 6, ä laide de (2m — l)(n — 1) d'entre elles. Il 
résulte de la que toutes les series S{z) de la 2^ espéce 8'expriment linéaire- 
ment a Taide de (2 m — l)(n — 1) d entré elles. Il nons reste a demon trer, 
comme dans les trois paragraphes précédents, qu'il est impossible de les 
exprimer linéairement ä Taide de (2m — l)(n — 1) — 1 d entré elles. 
Posons pour abréger: 

2 = (2m — l)(n — 1) 

Supposons que toutes les series 9[z) de la 2^* espéce puissent sex- 
primer linéairement a Taide de g' — 1 d'entre elles que j'appellerai S^ , 
#2 , ö^_i ; je vais montrer que cette- hypothése est absurde. 

En eflfet choisissons an hasard q points, z^, z^y .... z^^ on pourra 
toujours trouver q nombres A^^ A^j A^ tels que: 

Al d,(«,) + Ai 0,(22) + + ^, <?,(«,) = O 

Al Biizi) + Ai 0,(22) + + A. 9,{z,) = O 



Al 0,-1(21) + Ai e^-iizi) + + Af <?»-i(a,) = O 

et par conséquent tels que: 

(5) Ai8izi) + Ai9(Zi) + + A,9{z,)^0 

H{z) ^ désignant une serie quelconque de la forme (4) § 1 et de la 2''* espéce. 

Soit p un nombre entier plus petit que 2m. Je pourrai toujours 

former une fonction ffj,{z) qui satisfasse aux conditions suivantes: elle 

n'admettra d'autre infini que les points z — — -; res infinis seront d'ordre 

Vi 
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2/M — }). Dans ce« conditions le point ^ =^ csj n*est pas un iiiliiii de iiotre 
fonctiou OjJi/jy c est pour elle un zcro d'ordre p, 
Jc suppose que: 

lim. !^äp{z) =? 1 pour ^ = co 

Um. 3*'*"*"^"''[«''^/«) — l] = O pour ^ = co 

Ces conditions ne suffisent pas pour détinir coniplctenient la fonction 
0{z)f car si 0{z) est une serie de la forine (4) § 1 et de la 2*** espéce, 
0j,{z) + tf{^) y satisfera comnie Oj,{z). Mais nous choisirons pour notrc 
fonction 0p{z) une quelconque des series de la fornie (4) § 1, qui satisfont 
aux conditions énoncées. 

Considérons une serie quelconque de la forme (4) § 1 et de la 
1^" espéce. . 



''•) = M^h * « 



%\— 2»» 



Supposons que la partie enticre de la fonction rationnelle 

se rcduise a: 

Bo + Biz + B2z' + + 52«/"* 

on verra aiscnient que le point ^ == co est pour la fonction théta- 
fuchsienne 

4iz) — JBo^oW - Bx8,{z) — B^M^) —.. — B^uAÅz) 

un zéro d^ordre 2iu au iiioins et par (jonséquent que cctte fonction tliétu- 

fuchsieiine ne devient pas infinie pour z = — - . 

Ti 

Cela pose, envisageons la fonction suivante 



z — 

YiCL + di 



—2m 
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Considérée comine fonctioii de ^, elle n'a d'autrcs infinis que les 
pointe 



z = 



Yia + 8i 



c est a dire les points correspondants de a. 

Considérée comiiie fonction de a, c est une serie thétafuchsienne et 
elle admet comine infinis: 

1** les points a = ^^-JLLl^ c est a dire les points correspondants de z. 

YiZ + Oi 

2° les points a = — -, c est a dire les points correspondants de 

a = CO. Ces points sont des infinis. d'ordre 2m — 1. Quant au point 
a = CO lui-Hiéme, c est pour notre serie un zéro du premier ordre. 
Cherchons la partie entiére de la fonction rationnelle 

2 m 

a 
z — a 
nous trouverons: 

/ 2/1»— 1 , 3in— 2 , 3 2ot— 3 , , 3»t— 3 , 2i»— 1\ 

— \a + za + z a + + z a + z ) 

On en conclut que la fonction thétafuchsienne: 

ä{z, a) = 0{z, a) + «'"-Vo(a) + z^"'-'%{a) + + z»2„,^2{(i) + Hm-i{a) 

n admet pas conime infinis les points a = — -. 

Ti 

En conséquence elle naura d'autre infini que les points 

UiZ + fil 

a = —^ 

le résidu correspondant sera: 

Soit j«, ^ \ | une substitution quelconque de notre groupe G. 
La fonction; 



Mémoirc sur les Fonctions Fuchsionnes. 285 






sera coiiiiiic ii{z, a) uiie foiiction thctafuchsieiine de a; elle iradmettra 
coinme elle d'autre infini que les pointe 



a = — 

Ti» + Si 



et avec les inémes résidus; doiic, on pourra écrire: 



,2m— 2 



(6) irz + år- Q ^,, a - Q{z, a) = &(..,) 






0{a) désignaiit uiie loiiction tliétjifuchsieniie de a, susceptible d'étre mise 
sous la forme (4) § 1 et de la 2^*" esi)ece. Posons iiiainteiiaut: 

(7) A{z) = A,ä{z, z,) + A.Uiz, z,) + + A,ä{z, z,) 

En rapproehant les équations (5), (G) et (7) on trouve aiscment Tiden- 
tité sui vante: 



qui a lieu pour toutes les substitutions Iz, "^ ^ \ du groupe G. Il suit 
de la que A{z) peut se mettre sous la forme: 

¥{\t^ y) désignant une fonetion rationnelle de ,/; et de y. Or la fonction 

A{z) adniet q intinis distincts ^j, ^,, z^j qui ont été ehoisis au hasard, 

et nen admet pas d'autre a distanee tinie. On pourrait done construire 
une fonction de la forme (8) admettant q infinis donnés et n en admettant 
pas d'autre. Or nous avons vu au § 6 que cela était impossible. Donc 
rhypothése faite au debut était absurde. 

On en conclut comme dans les trois paragraphes précédents: 
1** que toutes les series de la forme (4) § I et de la 2*''* espéce ne 
peuvent s'exprimer linéairenient a Taidc de y — 1 d entré elles, 
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2" que toute exprcösion de la foriiic (2) qui nu pas (rinliiiis pcut 
se mettre sous la forine (4) § 1. 

3"* que toute cxpression de la forrne (2) peut ctre expriuiéc par une 
serie de la forine (4) § 1 (pourvu que m> 1). 

4** que toute fonction fuchsienne peut etre égalée d'une intinitc de 
maiiiéres au quotient de deux series de la forine (4) § 1. 

Oonsidérons la fonction: 

Supposons qu elle adniette une infinité d'infinis z^y z^, z^, 

avec les résidus A^j A^y Aj^y Supposons de plus que Ton ait: 

A{z) = B,z' + JBä-i^*""' + + B,z + A,{z) 

A^{z) tendant vers une liniite finie quand z croit indcfininient, On aura 
identiquenient: 

(9) J{z) = B,z' + J»A_i/-^ + + B^z + S -^ 

^ ^Z — Zt 



k^l 



Cette identité se déniontre de deux nianicres connne Tidentité correspon- 
dante du § 5. 

Un cas particulier bien reniarquable est celui de n = 1. 

Dans ce cas les substitutions du groupe G se rcduiscnt a: 



( az + b y Og + h \ 
cz + (V cz + d) 



a, by Cy d étant des constantes, K étant un nombre réel positif et plus 
grand que 1, et lexposant p pouvant prendre dans les diverses substitu- 
tions toutes les valeurs entiéres positives ou negatives. 

Voici comment on peut former les fonctions fuchsiennes dans le cas 
qui nous occupe. Soit f{^ une fonction doublement périodique admettant 

les périodes 2i;r et log JST. La transcendante f\ log { ^^ j I sera alors 

une fonction fuchsienne. 
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Posons par exeinple: 

Les expressions de la forme 
(2) (g)>{., y) 



» ^ • 



poiirront secrire: 



(10) 



{az + ft)"(c« + d) 



f{^) désignant toujours une fonction doublement périodique. 

Les series 0(2) de la forme (4) § 1 deviendront d'autre part: 



K 



ip étant ralgorithme d^iine fonction rationnelle. 

Egalons les expressions (10) et (11) et faisons y: 

a» + t f 
c» + d 

il viendra: 

On obtient ainsi le développement a^une fonction doublement pério- 
dique de ^ suivant une serie dont les termes sont des fonctions ration- 
nelles de é. Si au lieu de ^, on avait pris pour variable indépendante 
jy = ^ V — 1, le premier membre serait une fonction doublement pério- 
dique de ly, et dans la serie du second membre, tous les termes seraient 
des fonctions rationnelles de sin ly et cos ^. Nous retrouvons par une voie 
détournée un resultat auquel Jacobi est parvenu directement et d'ou il a 
tiré tAnt de bolles conséquences. 
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Voyons maintenant ce que devient la formule (9) dans le cas parti- 
culier qui nous oceupe. 
On a: 

A{z) = (az + hf-\cz + <Zr-Vlf) 

f[^) étant toujours une fonction doublement périodique. 
On a d'autre part dans le second membre: 

V un polynome du degré h en z\ mais il est aisé de voir que dans 
le cas general, c'est a dire a moins que: 



/(% ?) = 



CX5 



le degré h ne peut dépasser 2m — 2. On peut donc le regarder eomme 
un polynöine homogéne de degré 2m — 2 en [az + h) et [cz + rf). Si 
on le di vise par {az + &)*""' {cz + rf)~""\ il prendra la formc suivant^: 

P^_i et P^^i désignant des polynömes de degré m — 1 en e^ et en e~^. 
2"* Un ensemble de termes > ^ que lon peut grouper de la fa9on 

JmÅ Z Zt 

suivante; soient z^j z^, z^ les q infinis distincts de A{z) et supposons 

qu'il n'y en ait pas d'autre; soient A^^' A^j A^ les résidus corres- 

pondifhts; soient f^, f^, S^ les valeurs eorrespondantes de ^. Grou- 

pons ensemble tous les termes de la forme — ^ — qui correspondent a des 

Z — Zt 

infinis qui ne sont pas distincts de z = Zp. Leur somme sera: 

V' ce — a- Z"* f e \im 



Comme on a d'autre part: 



{az + t)"-\c« + d)"-' =x e'*-"f(re^ - a)'"'" 



on trouvera pour la fonction doublement. périodique f{^ 1 expresRion 
suivante 
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^*r 'Vi"/ -.^f « v 21/1-1 K-mi (l-i«)f-I 



+ 



g 9. 5^* FamiUe; ge^ire O. 

Je crois inutile de multiplier davantage les exemples. Ceux que j'ai 
étudiés jusquMci suffisent en effet pour faire voir comment on doit appli- 
quer les principes généraux a chaque cas particulier. 

Je veux cependant, sans traiter complétement les questions qui les 
concernent, dire qnelques möts de certaines fcmetions reniarquables de la 
o*"* famille. 

Considérons un polygone R^ limité de la fa9on sui vante: Il aura 2n 
cöt438 de la 1^" sorte et 1 cöté de la 2''^ sorte; je suppose que ses soni- 
mets soient en suivant le périmétre dans le sons positif a^, a, , a, , ; 

««> ^n-\-ij »ii+aj o^«- J^ suppose que le cöté a^OL„^x soit de la 2*^* 

sorte et les autros do la 1^" sorte, de telle fa^on que les cötés a^otj et 

et enfin or«_iOt„ et a^^iOLn^^y »oient conjugucs et par conséquent congruents. 
Si on laisse de cöté a„ et a^^^^ tous les soinmets seront de la 1^" caté- 
gorie et se répartiront on n cycles fennés. L\in des cycles ne comprendra 
que le sommet ot^; les autros seront formés respoctivement des soinmets 

«i 6^ ^hnj «2 et ot2«_i> «3 et <^2n-2j cnfin 0L„_^ ct a„^2j de sorte que 

les angles curvilignes a^, »j + a^^, ol^ + ot2n~i? «n-i + <^h+2 devront . 

étre des parties aliquotes de 2;r. Quant aux angles ot„ (»t a^^i, ils seront 
forcément droits puisque les cötés de la l^""*" sorte a;,_ia„ et a„+i0t«+2 cou- 
pent orthogonalement le cercle fondamental, dont le cöté a,a«+i n^est 
qu'un are. Nous construirons ensuite un polygone B\ symétrique de R^ 
par rapport au cercle fondamental. J'appellerai ol\ le sommet de R\ 
qui est symétrique de oLi par rapport au cercle fondamental. 

On voit aisément que le polygone R^ est de la 5™*^ famille et du 
genre O, et qu'on peut sen servir pour définir un groupe fuchsien et 

Aeta mathfmatiea. I. 37 
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une infinité de fonctions fuchsiennes. Celles-ci peuvent toutes 8'exprimer 
rationnellement ä Taide de Tune d'entre elles que j'appellerai : 

Comme on peut choisir d^une infinité de maniéres parmi nos fonc- 
tions fuchsiennes une d'entre elles ä Taide de laquelle toutes les autres 
8'expriment rationnellement, la fonction x = f{i) ne serait pas compléte- 
ment déterniinée si nous n'ajoutions quelques conditions de plus. 

Soient ^ ^t y deux points du cöté de la 2^* sorte a^a«+i; je supposerai 
que Ton a: 

Je poserai ensuite: 

f{ai) z= ai f{di) = a' i 

Le polygone R^ + K!^ étant symétrique par rapport au cercle fonda- 
mental, on peut voir par un raisonnement analogue a celui du paragraphe 
précédent que les nombres a^ et a\ sont imaginaires conjugués. 

Posons maintenant 

•■ = vs 

la fonction v satisfera ä une équation différentielle de la forme (3 bis) 
§ 4 puisque le groupe fuchsien correspondant est de genre 0. Cette 
équation, comme on le voit aisément, peut s'écrire: 

(3 bis) = ,, v ' 



dx^ [Q{x)Y 

Q{x) étant le produit {x — a^) [x — a\) {x — aj {x — a\) 

{x — a„_i) (.r — a'„_i) et P{x) étant un polynéme de degré 4n — 4 en Xj 
ayant tous ses coöfficients réels. 
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§ 10. Resumé. 

En étudiant les exemples précédents, j'ai rencontré différents resultats 
qui sont communs ä toutes les fonctions fuchsiennes. Je ne crois pas 
utile den donner la demonstration dans le oas le plus general; car elle 
ne différerait pas de celles que nous avons données dans les divers oas 
particuliers et jc serais entralné ä des redites sans intérét. Je me bornerai 
done a les énoncer ici sous forme de resumé. 

Formons avec une fonction ratiönnelle quelconque U{z) la serie 
tbétafuchsienne 

Gette serie pourra toujours se mettrc sous la forme 



(£)■ 



(2) \^) n., j) 

F{xy y) désignant une fonction ratiönnelle de ces deux fonctions fuchsiennes 
o? et y, a Taide desquelles toutes les autres s'expriment rationnellement et 
entré lesquelles il y a une relation algébrique: 

(3) - iP(x, y) = O 

Pour qu^une expression de la forme (2) puisse se mettre sous la 
forme (1), il faut qu'elle s'annule quand z vient en un des sommets de 
la 2^" catégorie du polygone R^. 

A cette condition, taute expresaiofi de la farme (3) peut se mettre sons 
la forme (1) pourvu que m sövt un entier plus grand que 1. 

Il en résulte que toute fonction fuchsienne peut se mettre d'une 
infinité de maniéres sous la forme du quotient de deux series telles 
que (1). 

Les series de la forme (1) sont de deux especes: celles qui ont des 
infinis et celles qui n'en ont pas. Ces demiéres peuvent 8'exprimer linéaire- 
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iiient a Taide d'un nonibre fini d'entrc ellos. Il y ii done entré les series 
thétafuchsiennes de la 2°"® espéce iine infinitc de relations linéaires. 

Voici une de ces relations qui peut servir de point de départ pour 
trouver, sinon toutes les autres, au moins un grand nonibre d'entre elles. 

Soit |«, ^i-tc j une substitution quelconque du groupe G. On aura 
identiquement : 

Considérons niaintenant une fonction de la fonne suivante: 

tv. ,») 



*) = m 



F{x, y) désignant toujours une fonction rationnelle et m un entier plus 
grand ([ue 1. Je suppose de plus que cette fonction s'annule quand z 
vient en un des sommets de la 2*^® catégorie de B^. 

Soit q le nombre des infinis distincts de A{z)\ soient ^j , ^.^, . . . .^ z^ 

ces infinis distincts; A^, ^^j ^v 1^^ résidus correspondants; soit ^[z) 

une fonction rationnelle quelconque de z n'ayant pas d^infini a Tintérieur 
du cercle fondamental. 

On aura identiquement: 

k^,i 1^00 ÅkifX ; i^ I 

k^\ f=.o « ; — ;r 

Ti^k + Oi 

si les fonctions fuchsiennes nexistent ([u'a Tinti^rieur du cercle fonda- 
mental, et 

(4 bis) J(.) = I 'I , ti + ^. ^-'^ + '^'"^ + ''^'^ 

Ti^k + fii 

{P{z) étant un polynöme entier en z) si les fonctions fuchsiennes existent 
dans tout le plan. 
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« 

11 en rcsulte que toutc fonction fuchsieniie peut duiie infinité de 
inaniéres se mettre sous la forine du quotient de deux series telles que 
(4) ou C* bis). 



§ 11. HistoHque. 

Si on laisse de eoté les fonctions doublenient périodiques, les premiéres 
fonctions fuchsiennes qui aient oAii signalées sont les fonctions inodulaires. 
Elles se présentaient pour ainsi dire delles-ménies dans letude des tran- 
scendantes elliptiques, et leurs propriétés principales, en p|irticulier celles 
d'étre uniformes et d'admettre une ligne singuliére essentielle, ont été 
remarquées depuis longtemps. D'ailleurs les travaux dont elles ont cté 
1'objet et les resultats reniarquables obtenus dans ces derniers tc»mps par 
MM. Hehmite, Dedekind, Fichs et Klein sont trop connus pour que j'aie 
besoin d'insister. 

Mais il est une autre catégorie de fonctions fuchsiennes dont Texi- 
stence a été signalée des 1872. Ce sont celles auxquelles donne naissance 
Téquation hypergéométrique de Gauss; ces fonctions ne sont qu*un cas 
particulier de celles que nous avons étudiees dans le § 5 et on les obtient 
quand le polygone i?^ considéré dans ce paragraphe est symétrique et se 
réduit a un quadrilatere. 

Dans un mémoire inséré au Torne 76 du Journal de Borchardt, 
M. ScHWAKZ annonce sans demonstration que ces fonctions sont uniformes 
et admettent un cercle comme ligne singuliére essentielle. Cétait du 
méme coup annoncer la discontinuité du groupe correspondant, comme je 
Tai déja fait remarquer dans Thistorique du mémoire sur les groupes 
fuchsiens. Malheureusement, détourné de ce sujet par d'autres études, 
M. SciiWARZ s'est bomé aux quelques lignes qu'il avait consacrées a ces 
transcendantes et n'a pas poussé plus loin ses recherches. 

Dans un autre ordre dMdées, M. Sciiwakz avait obtenu d'autres ré- 
sult^its qui se rapportent indirectement a notre sujet. Dans divers mé- 
moires insérés aux Tomes 70 et 74 du Journal de Borchardt et aux 
Monatsberichte de TAcadémre de Berlin, M. Sciiwarz a démontré d'une 
maniére rigoureuse le principe dit de Dirichlet et la possibilité de VAh- 
bildung du cercle sur une figure plane quelconque et en particulier sur 
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un polygone liinité par des arcs de cercle. S'il avait coimu les condi- 
tions de discontinuitc des groupes, il aurait pu étre conduit ainsi ä 
démontrer rexistence des fonctions fuchsiennes dans le cas particulier oii 
le polygone R^ est symétrique. 

J'aurais donc pu me servir de ces résultate, mais j'ai préféré suivre 
une autre voie: 

1"* parce que je n^aurais pu démontrer ainsi Texistence des fonctions 
fuchsiennes dans le cas, ou le polygone R^ n est pas symétrique. 

2** parce que les développementfi en series dont j'ai fait usage me 
donnaient non seulement la demonstration de Vexistence de la fonction, 
mais son expression analytique. 

. Paris 23 Octobre 1882. 



NOTE SUR LES INTÉGRALES EULÉRIENNES. 

Extrait d'une lettre adressée ä M. Ch. Hermite 
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On a d'apré8 M. Heine: 



2% sm an J 



Uintégration étant faite le long d'un contour qui contient rorigiiie 
et qui 8'étend indéfiniment vers les x négatifs, le contour pouvant ne pas 
étre fermé. Prenons pour contour deux droites inclinées d'un angle a 
passant par 1'origine et un petit cercle autour de lorigine. Uintégrale 
le long du petit cercle est nulle pour a ayant une partie reelle coinprise 
entré O et 1. L'intégration le long des deux droites donne 



oe 



1 r.-i 

lin an M ^ 



r{a) = -: — ^ \ p e sin (p sin a + aa)dp 



qui peut aussi se mettre sous la forme 



'—. fr' 

(sin «)" / 



— l p cot a • 



^'(«) = -; T. :^ IP « • sin (p + aa)dp 

sin an 
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Gette formule est vraie poiir toute valeiir de a ^ ^ . 
Si on fait a = ^, elle devient 



00 



r(a) = -J— / /-'Bin (f, + ^]dp; 
Sin a;r f ' \ ^ / 



si on falt ot = -^, elle devient 

4 



00 



/ 



,^ ^ (t/2)- r «-i -, . / ^ 3a;r\ , 

(a) = -^; — - lo e ' sin (/> + -r" |a/> 
sm UK I ^ V "^7 

o ' 



si on fait a = ;r, elle devient 
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SUR UNE CLASSE DE GROUPES DISCONTINUS DE 

SUBSTITUTIONS LINÉAIRES ET SUR LES FONCTIONS 

DE DEUX VARIABLES INDÉPENDANTES RESTANT 

INVARIABLES PAR CES SUBSTITUTIONS 

PAB 

EMILE PICAED 

å PARIS. 



La théorie des fonctions elliptiques a donné le premier exemple 
d'une fonction uniforme d'une variable ne changeant pas pour un groupe 
d'une infinité de substitutions linéaires non permutables faites sur cette 
variable: je veux parler de la fonction modulaire, c^est a dire du module 
considéré comme fonction du rapport des péripdes, fonction étudiée, comme 
on sait, pour la preiniére fois par M. Hermite; cjes fonctions d'une variable 
se reproduisant pour un groupe d'une infinité de substitutions linéaires, 
ont été depuis l'objet de divers travaux, et, dans des recherches récentes, 
M. PoiNCARÉ a traité cette question. dans toute sa general ité, en dévelop- 
pant son admirable théorie des fonctions fuchsiennes. 

Je me suis depuis longtemps proposé le probléme de la recherche 
de fonctions de deux variables indépendantes qui puissent étre considérées 
comme les analogues des fonctions elliptiques modulaires. On reconnait 
facilement que la théorie des fonctions abéliennes n'est pas susceptible, 
d'une maniére générale, de conduire a des fonctions de plusicurs variables 
entiérement analogues aux fonctions modulaires. Prend-on, par exemple, 
les fonctions abéliennes du premier genre: elles conduisent a un systéme 
de trois modules, fonctions de trois variables indépendantes, dont les 
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propriétés ont été étudiées par M. Heumite dans ses belles recherches sur 
la transformation des fonctions abéliennes (Comptes Rendus, 1865). Ces 
fonctions se reproduisent bien pour un groupe d'une infinité de substitu- 
tions faites sur les variäbles; mais iei ces substitutions ne sont plus 
linéaires. Ainsi done, laissant nécessairement de deux cötés le cas de 
deux variäbles, on passé immédiatement ä des fonctions de trois variäbles, 
et la forme linéaire des substitutions a disparu. Cest en étudiant un 
cas particulier des fonctions abéliennes du second genre (correspondant ä 
jp = 3) que j'ai trouvé Texteiision cherchéc. Uétude du groupe discontinu 
particulier correspondant a ces nouvelles fonctions in'a conduit a une 
classe étendue de groupes linéaires discontinus pour le cas de deux 
variäbles; c'est ä Tétude de ces groupes qu'est consacrée cette premiére 
étude ou je montre aussi qu'il existe des fonctions de deux variäbles que 
les substitutions de ces groupes laissent invariables. Dans un autre 
travail je reviendrai particuliérement sur les fonctions de deux variäbles 
analogues aux fonctions modulaires; j'espére pouvoir montrer ensuite que 
tous ces resultats sont encore suscéptibles de généralisations fort étendues, 
et indiquer Tintérét que peut presenter la considération des fonctions de 
cette nature tant pour la théorie des fonctions algébriques de deux 
variäbles indépendantes que pour Tétude des équations linéaires simul- 
tanées aux dérivées partielles. 

1. Dans un de| ses mémoires sur les formes quadratiques, M. Hermite 
a étendu la théorie des for mes quadratiques binaires, en étudiant les 
expressions 

les variäbles rr et y sont des quantités complexes dont x^ et y^ représen- 
tent les conjuguées; les coöfficients extremes a et c sont réels et les 
coöfficients b et b^ sont des quantités imaginaires conjuguées. 

Nous al lons considérer ici une forme quadratique ternaire analogue: 

/(«, y, «, «o» yo» h) = ««^o + ^'yva + ^"««o + ^y«o + Kv^^^ + '»X + ^'o«o« + ^"^o + ^'>oy 

les coöfficients a, a', a" étant réels et les autres coöfficients étant deux 
ä deux conjugués. 

Efifectuons sur les variäbles ic, y, z la substitution linéaire 
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y=:^a'X + ^Y+fZ 
z = a"X + fi"Y + fZ 

en effectuant en méme temps sur .r^, y^, z^ la substitution aux coöfficients 
conjugués 

a?, =a,X, + A^o + ro^o 

«o = ö"o-2r, + f?\ Y^ + y\Z^ 

on voit de suite que cette substitution conduit ä une transformée de 
forme toute semblable: 

AXX, + Ä YY, + AZZ, + BYZ, + B^Y^Z + BZX^ + B\ZX + B"XY, + B", Z, F 



o-*- o 



0"0" 



O"-* 



De plus si on pose: 



* = 



a 



V V. 



h\ a b 
V \ a" 



et soit J la transformée de d quand on y remplace les petites lettres par 
les grandes on aura: 



a p r 




a! ?■ i 


X 


«" /9" f 





a. 



a 



a 



n 



k r. 
^0 r 



fl 
0/0 



x^ 



Par conséquent Texpression d jouera ici le r61e dMnvariant. 

La forme f peut étre mise sous une forme particuliére. 
effet 

ax + h'\y + 6'» = u 
(aa; — b"b\)y + (ab, — b'b")z = v 



Posons en 



» = w 



On aura, comme on le reconnait immédiatement 



(1) /(«i y» «, «•, yo> «•) = 



a{aa' — b''b\) 



TTTTTT [vv» + (aa' — b%\)uu^ + ad . ww^] 
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Nous su[)[)05ons, bien entendu, que a (*t ha' — h"h"'^ ne sont pas nuls. 
Les divers coöfficients a, aa' — i"^"o et d sont réels. Cette formule, dans 
le oas 011 les cööfticients et los variables sont rcels, donne évidemment la 
déconiposition de la fornie quadratique en une soniine de carrés. Cette 
déconiposition de la fornie f en une soinine de termes de la forme euu^ 
peut toujours se faire d'ailleurs quand Tinvariant d n'est pas nul et cela 
de telle maniére que ?/, t; et «; sont linéairement indépendants; c'est un 
point entiérement élcnientaire sur lequel nous n^insisterons pas et nous 
garderons la fonne prccédente en supposant que a et aa' — ^"^"o "^ 
sont pas nuls. 

Si aa' — b"b'\ et a.d sont positifs, la quantité ^ntre parenthéses sera 
une somme de quantités positives et la forme f aura par suite un signe 
invariable: elle sera définic. Dans tous les autres cas la fornie sera 
indéfinie c'est ä dire qu'ellc sera susceptible de changer de signe. 

2. Nous allons supposer maintenant que les coéfficients de la 
forme f sont des nombres entiers; les coöfficients a, a', a" seront néces- 
sairement des entiers réels, quant aux coöfficienls ft, 6', //' ce sont des 
entiers complexes formés soit avec les racines de Téquation a^ + 1 = O, 
soit avec celles de Téquation a^ + a+ 1 =0, c'est a dire les racines 
cubiques imaginaires de Tunité, soit d'une maniére plus générale avec les 
racines de Téquation du second degré: 

Xa* + //a + 1/ = O 

011 A, /i et v sont des entiers réels pour lesquels on a: 

;/• — 4;ii/<0 

Supposons qu'une substitution: 

x^aX + ^Y + yZ 
(2) y = a'Z + ^r + /Z 

z = a'X + P'Y + fZ 

ä coöfficients entiers de la méme nature que 6, V et h" transforme en 
elle-méme la forme f) on en déduit immédiatement une substitution pour 
Uy Vy w qui transforme en elle-méme la forme: 

vv^ + luu^ + adww^ (en posant I = aa' — h"b'\) 
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Il suffit pour Tobtenir d'ajoiiiclre aux cquutioiis (2) le systéme: 

u = ax + h\y + Vz V = aX + h\Y + h'Z 

(3) v = {aa' —'h"h\)y + {a\ — Vh")z V = {aa! — h"b\)Y + (a6, ~ VV')Z 
w==z W= Z 

Les équtttions (2) et (3) pennettent d'exprimer w, v et tv linéairement en 
U, V et W. Il importe crexamiuer quelle sera la nature des coöfficients 
de cette substitution ; ce ne seront plus des entiers, mais en remarquant 
que le déterminant de la substitution (2) doit nccessairemtint avoir Tunité 
pour inodule, nous voyons que u, v et w s'exprimeront en fonction 
linéaire de X, Y et Z les coéfficients étant entiers. D'ailleurs si on 
exprime X, Y et Z en fonction de Uy V et W les coéfficients seront des 
nombrcs fractionnaires dont le dénominateur sera un diviseur de al. 
Nous avons donc une substitution: 

(4) v^M,U+P^V+R^W, 

les coéfficients étant des fractions dont le dénominateur divise al. 

3. Ecrivons d'une maniére générale la forme en Uy v et w de la 
maniére suivante: 

011 ay ji et y sont des entiers réels dont aucun n'est nul. Les substitu- 
tions (4) transformant cette expression en elle-méme, on aura les relations: 

aP.TT, + fiP,7r, + rP,^, = fi 

aR,p, + fiR^^ + rR^^ = r 

(5) 

al\fi, + fiP^ + rPjjL, = o 

aM,p, + fiM,p, + rMj>, = O 
aP,p, + pPj>, + rP^P. = O 



ou 



les lettres grecques .désignent les conjuguées des grandes lettres cor* 
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respondantes. En tenant compte des relations (5) les équations (4) se 
résolvent immédiatement par rapport a Z7, F et W; on trouve ainsi 

Ua = a/i^u + lifJL^v + yfi^w 
V^ = an^u + fiTT^v + pr^w 

et Ton tire de la que le systéme (5) est entiérement équivalent au suivant: 



(6) 



a 




+ 


r 


1 

a 


a 




+ 


V. 
r 


1 


a 




+ 


T 


_ 1 


/'.Af. + 
a 




+ 


r 


= 


a 




+ 


r 


= 


fhM, 


P.T, 


J- 


B./». 


= 



Ceci pose; supposons d'abord que a^ jS ot y soient de méme signe, 
par exemple positifs. On déduit de la forme des trois premiéres équa- 
tions (6) que les substitutions sont en nombre limité, puisque les 

E 
My Py R sont de la forme -= , E étant entier. Par conséquent il n'y 

a pour une forme quadratique définie f(Xj y, Zj x^j y^, z^) qu'un nombre 
limité de substitutions a coöfficients entiers, la transformant en elle-méme. 
4. Passons au cas ou la forme est indéfinie, c'est a dire ou a, ^ 
et ;- ne sont pas de méme signe, soit 

a>0 ^>0 ;'=i=— gr<0. 

Il y a dans ce cas une infinité de substitutions a coéfficients entiers 
* transformant en elle-méme la forme f. Je me propose d'établir la pro- 
position suivante. 
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Considérons le groupe des substitutions 

M,x + P,y + B, M,x+ P,y + B, 

M,x+ P,y + B,' M,x + P,y + R, 

effectuées sur les deux varidbles x et y; je dis que ce groupe ser a discontinu 
pour tout systéme de valeurs x et y télles que 

en posant aj = »' + ix" et y = y' + ty". 

Remarquons d'abord qu'en faisant sur Uj Vy w la substitution 

U = M^u + P^v + R,w 
V = M.u + P,v + R^w 
W = M^u + P,v + R^w 

on aura: 

aUU, + fiVV, — rWW, = auu, + ^w, — pvw, 

et par suite 

en posant, bien entendu, X = X' + iX" et F = F' + lY". 

Il en résulte que si le systéme Xj y est ä Tintéricur du domaine 
défini par Tinégalité 

«(«'• + x") + ^y'« + y"«) < g 

il en sera de inéine du systéme des variables transformées X et F. 

Observons maintenant qu'il ne peut y avoir qu'un nombre fini de 
substitutions du groupe pour lesquelles le module de JR^ soit moindre 
qu'une quantité donnée K) c^est ce qui résulte des équations (5) et (6). 
Uéquation : 

^ P 9 9 

par exemple, montre que les modules de M^ et Pg seront limitées en 
fonction de K et les trois premiéres équations (5) apprennent successive- 
ment qu'il en est de méme pour M^j Pj, B^ et ilf„ P,, B^. Donc 



/ 
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d^aprés leur forme, les quantités My P, B ne peuvent avoir qu'un nombre 
limité de valeurs. 

Montrons enfin, et c'est le point essentiel dans notre demonstration, 
que quand le module de JR^ grandit indéfiniment 

mod (M,x + P,y + EJ 
grandit lui-méme indéfiniment. On a en efifet: 

mod {M^x + P^y + R^) > mod E, — mod {M^x) — mod {P^y) 

le second membre de cette inégalité étant, comme nous allons voir, positif. 
Nous récrirons sous la forme: 

mod* ^3 — [modCJf,^) + mod(P,y)]' 
mod Ä3 + mod (M^x) + mod {P^y) 

ou en rempla9ant mod^ B^ par sa valeur l +y|i?^5 1 + ?^?^ — »J 

1 +(- — mod' « jmod* Jtfj +(| — mod'y Jmod*Pg — 2mod«-mody«modlf3modP, 

mod Ä3 + mod x • mod 3f, + mod y • mod P3 

Or le numérateur, abstraction faite de Tunité, est un polynome homogéne 
en mod M^ et mod P^ ; on vérifie aisément qu'il est essentiellement positif, 
le discrimmant est en effet: 

mod* X • mod* y — I - — mod* « )( ^ — mod* y j 



ou 



et on voit qu'il.est négatif puisque, par hypothése: 
d'autre part le coéfficient de mod* M^ 



I _ (a,'« + se"*) 
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sera certainement positif d^apres rincgalite proccdente. Ecrivons mainto- 
nant la limite inférieure de mod {M^x + P^y + 72J sous la forme 



mod 



(g „ \mod' M. ( g ,, \mod' 7^- , , mod 3/, mod 7^. 1 

^— mod'a;) — -^ + (^— mod' yl — -^.^ - 2 mod .r mod y - —-=^, — -^' + r^lT 
a /mod' 7f, \^^ "^/mod 7f, mod 7f, mod7r, mod' 7r, 

mod iT7, mod 7', 



1 + mod X . — T-T^T-i + mod w . , „ 
mod 7f, mod Tf, 



D'aprés ce qiii vient d'étre dit et on reiiiarquant que ^^ , » et — --r^ 
^ ^ ^ ^ mod/^g mod/?, 

restent, qnand B,^ augmente indéfiniment, toujours iiioindres qu'une ex- 
pression facile ä déterminer puisqiie 

1 mod^lf, , 1 mod^P, 1 1 



a mod* Äg /3 mod* B^ g g mod* Ti^, 

on voit qu'on pourra fixer un nombre positif A dépendant uniquement de 
^y Ih 9^ OL et ^, auquel le coéfficient de mod R^ sera constamnient supérieur, 

et on aura alors 

mod (M^x + P^y + R^) > A - mod R^ 

et il est donc bien établi que, quand mod R.^ augmente indéfiniment, il 
en sera de mémo de mod {M^x + P^y + i?,). 

5. Ces remarques faites, la demonstration va s^achever bien aisément. 
Reprenons en effet Tégalité précédemment établie: 

— a(X* + X'*) — /J(F* + F'*) +g = 

. = mod' [M,. I P.y + %] f- «(*" + ^"') - ^^" + y"') + ^1 

ou les deux membres sont positifs; on aura, d'aprés rinégalité ci-dessus 
écrite : 



-a(X* + X'*)-Ar*.+ r-) + ^ <_]^.-J,[-«(^- + a.-) -^2/- + /*) + ^] 

On en conclut que le groupe est discontinu; car on aurait dans le 
cas contraire une substitution - 

^ M,x + P,y + 1?., M,a; + P,y + R, 

M,x + P,y + Ä3 M,x + P,y + R, 

pour laquelle X et F différeraient respectivement d'avi8si^ peu que Ton 
voudrait de x et y et pour laquelle on aurait par conséquent: 

Äeta mathematica. I. g9 
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- «(x- + X") ~/5(r« + r-) + (/ = (!+ s)[- «(*'• + a^"') - A//* + y"') + .^] 

e étent une quantlté reelle dont la valour absolne est moindre qu'un 
nombre positif tj donné ii ravancc aussi petit que Ton voudra: par suite 

donc 

mais lo noinbro des substitutiqns pour lesquelles le carrc du module de 

i?3 est moindre que ^ • -ji est fini, d'aprés une remarquo faite précé- 

demment, et on ne peut évidemment pas alors trouver panni elles des 
substitutions pour lesquelles X et Y différent de x et y d'aussi peu que 
Ton voudra. 

On voit d'ailleurs que, pour la suite des syst^nnes de valeurs X et 1", 
quand on effectue sur ,r et sur ?/ toutes los substitutions du groupe, Tex- 

pression positive 

g — a(X" + X'") — Ji(Y" + F'*) 

tend vers zéro, puisque mod R^ grandit sans limite. 

Il est clair que Tanalyse précédente ne subsiste pas, si le systéme 
Xj y (*8t en dehors du domaine défini par Vinégalité: 

Dans CO cas chaque substitution du groupe ne donne plus nécessairement 
pour X et Y une valeur déterminéo. Prenons en effet la substitution 

^ M,x + P^y + B, . ^ M,x + P,y + 1?, 

M,x + P,y + R,' M,x + P,y + R^ 

Supposons que le systémo a?, y satisfasse aux deux équations 

M,x + P,y + R,=:0 
M,x + P,i/ + B, = O 

on voit que Y aura une valeur infinie et que X sera indéterminée. 
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Cette circoiistauce ne peut pas se presenter quaiid (x, y) est a rintérieur 
du domaine précédemiiient défini, parce que dans ce cas 



mod (3f,aj + Pjy + B,) > ^ • mod B, 



et par suite mod {M^x + Pg^ + R^) n'est jamais nul. 

6. Dans le groupe des substitutions a coöfficients entiers, trans- 
formant en elle-méme une forme f{Xj y, Zj :r^, y^, z^j on peut considérer 
un sous-groupe particuliérement intéressant. Uinvariant de la forme se 
reproduisant multiplié par le carré du module du déterminant de la sub- 
stitution, ce module doit étre egal a Tunité; le sous-groupe que j'ai en 
vue est celui pour lequel le déterminant lui-mcme est egal a Tunité. 
Cest toujours de celui-la quMl sera question dans la suite, qUand nous 
parierons du groupe des substitutions transformant la forme en ellc-mcine. 

7. Arrétons-nous un instant sur un cas particulier. Nous prenons 
la forme 

^•»o + yy^ — «^o 

et nous considérons le groupe des substitutions a coefficients entiers de 
la forme a •\- hi (oii a et i sont des entiers réels), transformant cette 
forme en elle-méme. Soit 

y=^M,X+ P,Y+R,Z 
z =M,X+1\Y + K,Z 

les relations du paragraphe (8) deviennent 

3f,//, + Mjt^ — M^t, = 1 
P,ff, + P.^i — P,ff, = 1 

^iPi + ^iPt — ^zP» = — 1 

Jf ,/>, + 3f,/>, — J»f,/>, = O 
P^P, + P^, - J",/». = O 

systéme qui est équivalent au suivant: 
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M,fi, + P.s-, — 2?,/>, = 1 
Mji^ + P,n;, — B^, = 1 

^^s + -P.Tj — ^sP» = — 1 
/.,M. + ;r,P. - B./>, = O 

/i,*/, + ;r,P, — i?,/>, = 

;/,M, + r.P. - K,/>, = O 

Nous allons encore remplacer cc systémc par un autre; remarquons 
a cet effet que les équations 

//,M. + ;r,P. - 2?,/>. = O 

;/, Jf, + ;r.P, - B,y9, = O 

donnent 

/'. _ ^t _ /». 



- P.Ä, + P,B. - B.3f, + E,3f. Jf,P, - Jf,P. 

designens par s la valeur comniune de ces rapports; en substituant ces 
valcurs dans la seconde des équations (e), on a: 

«[M,(P,B. - P,R,) + P,(lf.B, - i?,M,) + P,(Af,P. - M,P,)] = 1 

or le coöfficient de s est le déterminant de la substitutioti, il est donc 
egal a + 1 ou + /. Ne considérons que le sous-groupe pour lequel ce 
déterminant est egal a l'unité: on aura alors s= 1. 
Ainsi 

/.. = P,B. - P.B, 



ff. = M.P, - M,R, 



auquel il faut adjoindre: 

3f,//, + P,ff, — B,/>, = 1 

fi,M, + ;r,P. - B,p, = O 
et de ce systénie de six équations on peut d'ailleurs facilement déduire 
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le systéine des équations (s). On a en efiet d^aprés les trois dernicres 
équations: 

ce qui peut s'écrire: 

ou enfin 

M^i, + P^i^ — i?,/>, = 1 . 

Quant aux autres équations (s) on voit de suite qu^elles sont vériiiées. 
Avec cettii nouvelle fonne, le groupe se trouve donné par les valeurs de 

M,, P,, R,, Jtf,, P3, Ä3 
vérifiant les équations 

M,/i, + P;?:, — R,p, = 1 

^Jh + ^3^8 — ^zPz = — 1 
fjL^M, + n,P, - R,p, = O 

A toutc solution de ces équations corrcspondront des valeurs entiéres 
de M^j P^ et R^. Je reviendrai dans un autre travail sur le groupe 
précédent. 

8. Reprenant maintenant le cas general, je veiix montrer que Von 
peut former des fonctions uniformes des deux variahles x et y, définies pour 
tous les systémes de valeurs x et y du domaine 1) déjä considéréy doniaine 
défini par Vinégalité 

et qui se reproduisent pour toutes les suhstitutions du groupe (Jf, P, JR) 
c'e8t ä dire quand on remplace x et y par 

M,x+ P,y + R, M^x + P,y + R, 

M,x+P,y+R,' M,x + P,y + R,' 

Coinme je Tai dit plus haut (paragr. 6), je considére le groupe des sub- 



310 Eoiile Picard. 

stitutions poiir Icquel le détcrminant de Ja substiiution est egal a Tunité; 
nous avons donc ici 



af. F, i?. 

3f, P, Ä, 



= 1. 



J'envi8age le détcrminant fonctionnel de X et Y, soit I){X, Y); nous 
alloiis étudier la serie dont le terine general est: 

[inodD(X, F)]" 

la sommation étaiit étendue a toutes les substitutions du groupe; et nous 
prou verons qu'ä partir d'uiie valeur convenable de Tentier w, la serie est 
convergente. Calculons d'abord ce déterminant fonctionnel, on trouve 
de suite: 

n(x m M ^_^ ay g 

Nous avons donc a considérer la serie: 



mod {M,x + P,y + R,)'"^ 



Pour démontrer la convergence de cette serie, nous emploierons deux 
méthodes distinctes, Tune particuliére a la nature spéciale des groupes 
que nous venons d'étudiQr, Tautre beaucoup plus générale et applicable 
a tout groupe discontinu, moyennant seulement quelques hypothéses sur 
la nature de ce groupe. 

9. Pour plus de simplicité, supposons que le groupe considéré soit 
le groupe des substitutions a coéfficients entiers de la forme a-\- biy 
transforinant en ellc-méme la forme: 

le méme raisonnenient, avec quelques légéres modifications seulement, 
serait applicable au cas general précédemment étudié. 

Nous avons établi (paragr. 4) que pour un syst^me de valeurs a?, y 

situé a Fintérieur du domaine 7), on a: 

• 

mod {M^x + P,y + R^)> A- mod B, 
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A étant une constante dépendant seulement de ir, y et oe, ^ et ;-, inais 
nuUement des ilf, P, R. 

Pour une valeur donnée ä iJg, il ne peut y avoir qu'un nombre 
limité de substitutions appartenant au groupe (paragr. 4); cherchons une 
limite supérieure de ce nombre. Reniarquons d'abord qu'il résulte des 
équations (5) et (6) (paragr. 3) qu'a une valeur donnée de TJg, ilfg, P^, /?j, R^ 
ne peut correspondre qu'une seule substitution. Nous avons donc seule- 
ment a chercher, pour une valeur donnée de iJg, le nombre maximum 
de valours possibles pour le systeme des quafre quantités ilfg, P.^, R^ et R^. 
Il nous suffira de considérer les équations: 

^ P 9 9 

aB^P^ + P^J>t— 9R^, = —9 
Soit R^ = a -{- U et posons 

i?,j = m + in , i?.j = jy + iq 

La seconde équation 8'écrira: 

a(m' + n') + /?(p' + q") = g{a^ + t' — 1) 

m ot n seront certainement moindres que y -(a' + t') et p sera moindre 

que Vl(^'+ ^*)5 ^o^ic le nombre de systémes de valeurs possibles pour 

2?j et 2?j sera moindre que 

(a' + fc»)i . AT 

JV étant une constante purement numérique, dépendant seulement de a, ^ 
et //, qu'il est inutile de fixer. Tout pareillement le nombre de systomes 
de valeurs possibles pour M^ et P^ sera moindre que 

donc pour la valeur R^ = a •\' biy une limite supérieure du nombre de 
substitutions entiore possible dans le groupe, sera: 

Revenons maintenant a la serie dont le terme general est 
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1 



mod(M^x + l\y + H^) 



S«N 



il pourra y avoir un certjiin nombre de termes pour lesquels 7?^ aura la 
méme valeur, mais ce nombre sera moindre que N\a^ -f '^^^• 
On a d'autre part 



1 1 1 



mod {M^x + l\y + R^Y"^ ^ il"" (mod Z^,)»" 

donc la sonime des terines pour lesqnols JR^ a la lueine valeur, sera 

moindre que 

NN, (a' + 6*)' 



Ä %m 3m 



Nm 



la serie toiit entiere sera donc moindre que le produit de t—-L par la 

serie dont le terme general est: 

(g* + t')' 

3m 

(a« + vy 

oii a et Ä re^oivent toutes les valeurs entiéres possibles, a Texcoption de 

a = O, ft = 0. Or on voit facilement quo pour toute valeur de w?, égale 

ou supérieure a 3 cette derniére serie converge. Dans le cas de m = 3, 

son terme general est en effet: 

1 



(a» + 6')ä 

Faisant varier a et h depuis Tunite jusqu'a Tinfini, nous prouverons 
la convergence de cette serie en montrant* que Tintiigrale double 



oe 00 



da db 



J J (a' + 5')! 

I 1 



a un sens déterminé. Or cette intégrale peut s'écrire 

i i da dt ' A. • 3 I da t di 
I I qui est moindre que I — = X I 

J J a'(l + <')S Ja' J {\ •+ «'j 



expression dont la valeur est parfaitement déterminée. 
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Nous avo^is donc établi que la serie 

v i 



LJ mod {M,x + P,y + Ä,) 



Sm 



étendue a toiites les substitutions du groupe t?st convergente si m est egal 
ou supérieur a trois. Notre seconde demonstration nous permettra de 
voir que ce resultat subsiste quand on a m = 2. 

10. A vant d'exposer cette seconde demonstration, voyons de suite 
le parti que Ton peut tirer du resultat précédent pour obtenir des fonc- 
tions restant invariables pour toutes les substitutions du groupe. Soit 
B{Xj y) une fonction rationnelle de a: et y restant uniforme et continue 
pour tous les points ä Tintcrieur ou sur la liinite du domaine D 

a{x" + «'") + Ay" + y"*) - gr < O 

Tout polynome entier satisfait naturellement a cette condition; comme 
exeinple d'une fonction qui ne soit pas entiére citons 



a — « — y 



a étant une quantité positive supérieure a ?SÉJjL^. 
Formons alors la serie 

\ l M,x + P,y + n, M,x+P,y + nA 1 

^""^ L \U,x^- P,y + E, ' M,x + P,y + rJ {M,x + P,y + B,)»- 

qui est étendue ä toutes les substitutions du groupe. Puisque nous 
avons établi que la serie de terme general 



mod {M,x + P,y + R,) 



Sm 



était convergente; il s'ensuit que la serie des modules des termes de la 
serie (a) est convergente. Nous formons donc ainsi une fonction de x 
et y uniforme et continue pour tout systéme de valeurs (rr, y) ä Tintérieur 

Acta mathemmtica. I. 40 . 
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du doinaine D; soit P{t, y) oette fonction. Il est facile de voir ce que 
devient cette fonction quand on fait sur (a*, y) une substitution du groupe; 
chaque terme de la nouvelle série devient egal a un terme de la premiére, 
multiplié par le dénominateur des formules de substitution, élevé a la 
puissance ^m. 

On a done, pour toute substitution (iV/, Py R) 

^ \m,z + l\y + B, ' M,x + P,y + i? J " ^^^»'^ + ^'2/ + «,) P{^^ V) 

å 

Ces fonctions sont, comme on le voit, les analogues des fonctions d'une 
variable, appelées thétafuchsiennes par M. Poincakk et qui jouent un röle 
si important dans sa théorie des fonctions fuchsiennes. 

11. Ce resultat serait illusoire si la fonction P{Xy y) était identi- 
quement nulle: c'est un point qui parait peu vraisembable, vu surtout 
le degré de généralité de la fonction rationnelle i?; mais pour plus de 
siireté montrons en toute rigueur, que ce resultat ne peut se presenter, 
quelle que soit la fonction rationnelle JB, au moins a partir d'une valeur 
suffisamment grande de Tentier m. Nous raisonnerons encoro, pour plus 
de simplicité, sur le groupe des substitutions (paragr. t)) a coefficients 
entiers transformant en elle-méme la forme 

et il nous suffira de constater que la série: 

v 



L4 (M,x + P,y + i?,) 



8m 



au moins- pour certaines valeurs de m, n'est pas nulle pour x = O, ?/ = 0. 
Or il y a un nombre Ii mit é N de substitutions pour lesquelles on a 
jRg = + 1 ou + 1, et en prenant m = in, la part provenant de ces tcrmes 
sera évidemment N. Pour tous les autres termes le module de R^ sera 
supérieur a Tunité; chaque terme sera trés-petit si 7i est suffisamment 
grand et par consé(iuent leur somme, puisque nous savons que la série 
est convergente; la série différera donc peu de N et par conséquent ne 
sera pas nulle. Nous sommes donc assuré que la série précédente ne 
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peut pas toujours étre identiqueraent nulle, et alors il en est évideininent 
de mérae de la serie (a) précédemment formée. 

12. La connaissance des fonctions P{xy y) conduit immédiatement 
ä la formation de fonctions se reproduisant pour toutes les substitutions 
du groupe. Prend on en effet deux fonctions P(;r, y) et Q{xy y) corre- 
spondant ä la mérae valeur de m; on a, en posant 

( M,x + P,y + Q,^ M,x + P,y + QA _ 
"^ \M,x + P,y + Q, ' M,x + P,y + Qj ^ ' -^^ 

11 existe donc des fonctions uniformes des deux variahles indépendantes 
X et y, définies dans le domaine D et se reproduisant quand on effectue sur 
X et y toutes les substitutions du groupe (Jf, P, B). 

13. J'arrive maintenant a la seconde demonstration que j'ai an- 
noncée pour la convergenpe de la serie: 

1 



(M,x + P,y + B,) 



Cette demonstration ne s'applique pas seulement aux groupes dont 
nous nous sommes occupés dans cette étude, mais ä tout groupe discontinu 
jouissant des proj)riétés suivantes. 

Considérons le domaine D limité par la relation 



^" + x" + y" + i/» = 1 



et désignons encore par: 



M,x + P,y + B, M,x + P,y + R, 

" M,x + P,y + B,' M,x + P^y + B, 

une substitution quelconque du groupe proposé. Nous supposons d'abord 
qu'ä tout point (:r, y) sur la limite du domaine [j'appelle, pour abréger, 
point- (;r, y) Tensemble des valeurs x et y] correspond un point de cette 
méme limite ce qui nous donne les relations 
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Jfj/i, + Mji^ — Mg/i, = I\7:^ + i>, — PjTT, = — (K,/>j + l^,/>, — Ä3/>J 

^./A + ^,/^, - Ps/^. = O 

^./'i + P.P, -PnP.^0 

oii, comme précédeinment, les lettres grecques sont les conjuguées des 
grandes lettres correspondantes. Nous supposerons de plus que le déter- 
miiiant {M, P, B) de la substitution soit egal a runité. Or désignoiis 
par k la valeur coiiunune, nécessairement reelle, des trois expressions sur 
la premiére ligne, on tire des autres équations: 

^' - ^. - ^' =. 



— f^tPz + 1'^Pt — Pif^z + PJh thPt — PtPi 

et ^n substituant dans la relation 

on aurä, en tenant conipte de ce que le déterniinant est supposé egal a 

Tunité 

8 = h 
done 

Pi = ^(/^:iP^ — f^tPs) 

P% = Hf^iP, — f^zPi) 
Ps==^(PiPi—PfPi) 

et de möme on trouverait: 

M, = fc(7r^3 — TTj/?,), R, = Ar(;r,^, — P%^i) 
3f, = k{n^^ — n,p^\ B, = Kfx^n^ — ;r,/i,) 

d'ou on conclut en portans let valeurs des M et R dans les expressions 

des P 

P, = k'P,, P, = k'P,. P, = k'P. 

on en conclut que A;' = 1 et par suite A; = 1. 

Les relations entré les Jtf, P, B ont donc absolument la inéine for me 
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que celles que nous avons coiisidcré au paragraphe (7). Seulement dans 
ce dernier les Jf, P, B représentaient des entiers complexes, tandis qu'ici 
nous ne savons rien sur ces constantcs. 

D'aprés la fornie de ces équations, une substitution quelconque du 
groupe transformera un point du doniaine D en un point du mémé do- 
maine. Nous supposöns enfin que le groupe est discontinu pour tous les 
points a Tintérieur de 1>, et voici ce que nous entendons par la: .r, y 
étant un point quelconque a Tintérieur de I) et Dj étant un domaine 
quelconque coraprenant ce point mais compris lui-méme tout entier dans 
D, les transformations du groupe effectuées sur {Xj y) ne donneront qu'un 
nombre limité de points a Tintéricur de D^ ; par suite quand on eflfectue 
sur {pCy y) toutes les transformations du groupe, les valeurs transformées 
tendent vers la limite du domaine D. 

Considérons le dénominateur 

on a 

mod {M^x + P,y + B,) = mod B, . mod (^o; + |iy + 1 j 

or nous avons les relations [relations (s) du paragr. 7] 

Mji^ + P,n,—B,p^ = 1 
M^i^ + P,^, — ^%Pi = 1 

^Jh + ^8^8 — ^^8/^3 = — 1 

/i,l/3+;r,P3-B3/,, =0 

on voit donc que mod Äg > 1 et 

mod' -=r^ + mod' --^ = 1 — 



B3 ' i?3 mod' K 



3 



mod-^ et mod^ sont donc moindres que un et pour un point (rr, y) a 
Tintérieur de D, on a 
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-^(^' + 1^ + 



+ 1 <3 



Ori peut trouver une limite inférieure de la méine quantité, en suivant 
la voie du paragr. (4); on a ainsi 



^'^(^'■^wj^') 



M P M ' P I 

(1 — mod*Ä;)mod' W^ + (1 — mod*^)mod*7r^ — 2mod-c • mody • mod ~ inod ^ + — ^tn 
^ ^3 ^3 /^, /f, mod H^ 

1 + mod;c«mod-rr + modv-modrrr^ 

»3 *. 

et par suite 

— mod* X — mod* y 



mod(-^x + j^y + ll>- 



3(l— mod*«) 

Ecrivons donc 

mod {M^x + P,y + I?,) =« ^ • mod B, 

A satisfaisant aux conditions 

1 — mod* X — mod* V ^ a ^ <x 
3(1 - mod* ;.) ^<^<^ 

Ceci pose, soit x^^ y^ un point tel que la substitution unité soit la 
seule qui le transforme en lui-méme (c^est évidemment ce qui arrive 

pour un point pris arbitrairement), et envisageons la serie (^pyj, ip^^iV^j 

des points transformés de (;r^, y^) par les substitutions du groupe. Je 
trace autour du point {x-^y y^) un petit domaine: soit pour fixer les idées 

{x'-x\y + (y' - y'J* + {X" - x\Y + (y" - y",)* = e\ 

o\x e est une quantité trés-petite, la limite de ce domaine que nous 
appellerons d^. Les substitutions transformeront le domaine å^ en une 
serie de domaines (7^ å^^ . . . . autour des points (x^^ yj? C^a? ^s)? • • • • 
Le groupe étant discontinu, il est cLair que Ton pourra prendre s suffi- 
samment petit pour que tous ces domaines soient extérieurs les uns aux 
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autres; supposons donc e ain?i choisi. Considérons alors Tintégrale qua- 
druple: 

ffffdx' dz" dy' dy" 

étendue a chacun des domaines /?^, r?j, . . . .; la somme de toutes ces 
intégrales aura une valenr finie, car elle est évidemment moindre que la 
valeur de Tintégrale précédente étendue au domaine D töut entier. Or 
soit Tintégrale 

ffffdX: dX" d T å^Y" 

» 

étendue au domaine d transformée de ö^ par la substitution : 

M,x + P,y + J?, M,a; + P,y + fl, 

M,x + P,y + R,' M,x+P,y + H, 

on voit, par un calcul bien simple, que Tintégrale précédente est égale 
a Tintégrale 

dxdxdy^dy" 



//// 



mod' {M^x + P,y + B,)' 

étendue au domaine (\\ de cette maniére toutes les intégrales se trouvent 
ranvenées a cc domaine. Le terme general de la serie sera donc 



1__ C C C f dx' dx" dy' dy" 



Or d^aprés les limites données a Tinstant pour -4, cette derniére 
intégrale quadruple sera comprise entré deux limites, la limite iriférieure 
étant une quantité différente de zéro, et on conclut que la serie de terme 



general 

1 



mod* R\ 

étendue a toutes les substitutions du groupe est convergente. Il en résulte 
immédiatement que la serie de terme general 

1 



mod (M^x + P,y + fl,)'* 



320 



Itlmile I^icard. 



est convergente, m étant supérieur ou egal a deux, puisque l*on a 

mod {M^x + P,y + B^) ^ A mod J?, 

A étant limité, comme il a été indiqué plus haiit. 

On voit donc que pour tous les groupes dificontinus jouissant des 
propriétés énoncées, il existe des fonctions qui restent invariables.poiir 
toutes les substitutions de ces groupes. 

Parij?, le 28 déceuibre 1882. 



UEBER LINEARE HOMOGENE DIFPERENTIALGLEICHUNGEN, 

ZWISCHEN DEREN INTEGRALEN HOMOGENE RELATIONEN 

HÖHEREN ALS ERSTEN GRADES BESTEHEN 

VON 

L. FUCHS 

IN Heidelhero. 



Ein Fundamontalsystem von Integralen einer homogenen linearen 
DifFerentialgleichnng ist dadurch characterisirt, dass zwischen den Elemen- 
ten des Systems keine homogene Gleichnng ersten Grades mit constanten 
Coefficienten stattfinden darf. Man känn aber voranssetzen, dass zwischen 
den Elementen homogene Relationen höheren Grades bestehen. Ist die 
Ordnung dor Differentialgleichiing die m^% so ist nur erforderlich, dass 
die Anzahl solcher Relationen nicht grösser als m — 2 sei. — Es ist als- 
dann die besondere Natur der Integrale nnt.er Voraussetziing solcher Re- 
lationen zu ergrftnden. 

Im Folgenden habe ich die Lösung dieses Problems för die Differen- 
tialgleichungeu dritter Ordnung durchgefnhrt. ¥i\v diese känn es nur 
ehie Relation der genannten Art geben. Bemerkenswerth sind die An- 
wendungen, welche wir bei unserer Untersuchung von der Theorie der 
Abelschen Integrale haben machen können. 

Es ist einleuchtend, dass die Differentialgleichungen, welche algebratsch 
integrirbar sind, zu der Classe von Differentialgleichungen gehören, zwi- 
schen deren Iiit(»gralen homogene Relationen bestehon. 

Wir haben in der folgenden Arbeit auch eine Reihe von Sfttzen ttber 
algebratsch integrirbare lineare Differentialgleichungen aufgestellt, von 

Aeta mathematlca. I. 41 
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welchen wir in derselben Arbeit Gebraiich machen, die aber aiich änder- 
weitige Anwcndungen zulassen. 

Die Resiiltate dieser Arbeit habe ich in der auch gegenwftrtig fest 
ffehaltenen Reihenfolge bereit*? in den Sitzuncrsberichten der Könicrl. Aka- 
demie der Wissenschaften zu Berlin, 8 Juni 1882, veröffentlicht. 



1. 

Es sei . 

d^y cVy dy ^ 

eine lineare homogene Diflferentialgleichung dritter Ordnung mit in z 
rationalen Coefficienten, gehörig zu der Classe von Differentialgleiehungen, 
welcho sich in ineiner Arbeit (BoRCHAHnT^s Journal fftr Mathem. B. 66 
S. 146 Gl. 12) characterisirt finden, und es werdc vorausgesetzt, dass die 
Wurzeln der determinirenden Fundamentalgleichungen rationale Zahlen 
sind, und dass zwisehen den Elementen eines Fundamentalsystcms von 
Integralen der Gleichung (A) //j, y^» ^3 ^^^^ irreduetible Gleichung 

(B) f{y^ , y. , y,) = o 

stattfinde, wo f(i/^j i/^, //g) eine ganze rationale und homogene Function 
n'"* Grades von y,, //g, //j, bedcMitet. 

Bezeichnen wir mit If{f) die Hessische Covariante von f, so ist H(f) 
nicht identisch NuU, da der Voraussetzung nach f nicht in lineare Fac- 
toren zerlegbar ist. (') 

Ein beliebiger Umlauf von . z ffthre ?/, (iber m 

(1) y'x = ««yi + axiVt + finVz (x = 1, 2, 3) 

so geht ff folglich auch H(f) durch denselben Umlauf in sich selbst 
mit einer Constanten multiplicirt t\ber. Demnach ist — ^^ ^'^^ eine ein- 

deutige Function von z. Da ausserdem der vorausgesetzten Natur der 



(*) Vcrgl. GoRDAN und Nöttier, in den Sitzungsberichten der ph^^sikalisch-medici- 
nisohen Societät zu Erlangen 13 Dec. 1875, 10 Jan. 1876. 
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Integrule der Gleichung (A) wcgeii diese Fuiiction fttr jedcn im Knd- 
lichen gelegenen Punct p in der ;?-Ebene mit einer bestimmten Potenz 

von z — Pj und fttr ^ = 00 mit einer bestimmten Potenz von - multipli- 

cirt endlich und stetig wird, so ist dieselbe eine rationale Function. Da 
!£(/) ebenfalls fCir jeden im Endlichen befindlichen Punkt p mit einer 
bestimmten Potenz von z — p und för ^ = co mit einer bestimmten 

Potenz von - multiplicirt endlich und stetig wird, so ist demnach 

(2) H(f) = X{z) 

Wurzel einer rationalen Function von z. 
Setzen wir 

(3) '^=r,, '^ = : 

so verwandelt sich die Gl. (2) in 

(4) [y,X(zri^y^~'. F,(7, = 1 

Ist z ein beliebiger Werth, und nimmt auf gceigneten Wegen jeder 

Quotient zweier Integrale der Gleichung (A) ftir z = z^ je einen gleichen 

Werth an wie ft\r z = z^ so folgt aus der Gleichung (4), dass auf den- 

1 

selben Wegen y^.X{z) ^""^ in z^ einen Werth annimmt, welcher aus dem 
fttr z durch Multiplication mit einer Einheitswurzel X hervorgeht. Da 
jeder Quotient zwéier- Integrale ftir z =^ z^ denselben Werth wie fttr z 



annimmt, so folgt, dass auch y^ . X{z) ""-', y^ . X{z) '"-' fttr z = z^ Werthe 
annehmen, welche aus denen fttr z durch Multij)lication mit X hervorgehen. 
Substituirt man daher in (A) 



2/ = X(2)'— .v, 
wodurch dieselbe in 

..,v d*v , d*u . , dv , , ^ 
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ftbergehen inöge, so hat das //j, y^^ y,^ cntspreclicnde Fundainentalsystem 
von Integralen v^^ v^j v.^ der Gleichung (A') die Eigenschaft fttr z = js^ 
Werthe anzunehmen, welche aus donen ftir z durch Multiplication mit 
derselben Einheitswurzel X hervorgehen. 

Zwischen v^ t;,, v^ findet die Gleichung 

(B') f{v,,v,,v,)=^0 

stattv 
Sei 

SO ist der Voraussetzung gemäss, wenn man von z auf geeigneten Wegen 
nach z^ geht, 

(5) fx(«i) = X'f^{z\ ;f = 1, 2, 3, 

wo Å eine Einheitswurzel bedeutet. 

Die Functionen f»(-^i) genftgen der Gleichung 

Es sei 

dz ^ 

Transfonnirt man Gl. (6) in die unabhängige Variable Zj so folgt 

(6 a) ^V» +,[3s^' . f + iaz,)r] ^ + {^''' + iA^i W''' + q\z,m J + T\z^)v = o 

Dividirt man diese Gleichung durch ^»'^, so muss dieselbe wegen Glei- 
chung (5) mit Gleichung (A') ttbereinsthnmen. Man erhalt also 
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AiisJ der crsteii diescr Glcicliungen folgt 

(8) ^'• = ^-^^ ^ 
wo 

(9) J(z) = e J^^^ 

gesetzt ist, und G eine Constante bedeutet. Diese Coiistantc ist von Null 
verschieden, da ip' niclit identisch verschwinden darf. 

Au8 der letzten der Gleichungen (7) und.aus Gleichung (8) erhalt 
man 

(10) ^'(^«) = ^-^^-^'(^) 

A US den Gleichungen (7) ergiebt sich ferner 

^^^^ L ' ~ ^~^' — ^ J ■ jw ~ 



= L'(.)_1MM_2 . ).T._L_ 



Da der voraiisgesetzten Natur der Gleichung (A) geinäss J' Wurzel 
eincr ratioualen Function ist, so findet demnach nach Gleichung (10) öder 
(11) zwischen z und z^ cine algebralsche Gleichung statt, wenn nicht 

und zugletch 

(13) r'(z) = C" ■ Jiz), 

WO c und C" Constanten bcdeuten. 
Nach Gl. (9) ist 

(14) y(.) = _li2|i:(i> 

und aus Gl. (12) ergiebt sich 
wo y eine Constante bedeutet. 
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Setzt mun 

(16) ' . ^i?^=«., 



dz 



SO folgt aus Gleichiing (A') 



Dic Gleichung (17) wird aber, unter der Voraui^etzung dassy(^), g'(^), r'{z) 
dic durch dié Gleichungcn (14), (15), (13) gegebenen Werthe haben, be- 
friedigt durch 

(18) a)=/Jt'J\z)^ 

wo fx eine Wurzel der Gleichung 

(19) // + r-/^ + c"=o 

Ist C" = o, 80 ist nach Gl. (13) /(-?) = 0. 

In dieseni Falle wird die Gleichung (A') befriedigt durch 

v^ = fy\z)ih 

Ein zweites Integral i;.^ ergiebt sich 

v, = t;'j + Const. 

Da ein drittes Integral v.^ = 1 genftgt, so iindet also in diesein Falle 
zwischen Vj, v^^j v^ die Gleichung zweiten Grades 

v^v^ = v^j + Const. v', 

statt 

Es känn å\z) nicht constant sein, da sonst nach den Gleichungcn 
(13)^ (14), (15) p\z\ q\z\ r'{z) constant waren, die Gleichung (A') also 
durch eine Function der Form e" befriedigt wftrde, wo x constant; 
dieses widerspricht aber der vorausgesetzten Natur der Gleichung (A). 
Es muss demnach J' fQr einen singulären Punkt a der Gleichung (A') 
öder fUr z =^ oo unendlich werden. Es wird aber die logarithmische 
Ableitung eines Integrals v der Gl. (A') nicht unendlich för z = oo. 



Ueber Hoeare homogene Differential glcichnogen etc. 327 

Wenn demnach C von NuU verschieden ist, so folgt ans Gloichung 
(18) dass å\z) nur fttr die singularen Punkte a der Gl. (A') iinendlich 

werden känn. Nun aber ist a}{z — a) = {z — a) ^^— ft\r z = a gleich 

dz 

einer rationalen Zahl. 

Es sei daher in der Umgebnng won z = a 

alsdann muss nach Gleichung (18), jiolq eine rationale Zahl sein. Hieraus 
ergiebt sich zunächst, dass y nicht verschwinden darf, da sonst gloich- 
zeitig /ia^, /xsa^,, /is^ao rationale Zahlen sein mtlssten, wenn /i eine der 
Wiirzeln der Gleichung /x' -|- C" == O, s eine primitive dritte Wurzol der 
Einheit bezeichnet; was nicht niöglich ist. 

Es ergiebt sich daher aus den Gli. (12), (13) 

(20) . r\z) = g{z)\ 

wo g{z) eine rationale Function von z bedeutet. 

Der vorausgesetzten Natur der Gl. (A) zu Folge ist in der Umgebung 
eines singularen Punktes a der Gleichung (A') 

Az) - r^^, + r-^^t + T^'—. + C + C|(^ -«) + ... . 
{z — a) (z — ny (z — a) 

folglich ist, wenn a^, a^, .... a, die Gesammtheit der singularen Punkte 
der Gleichung (A') bedeuten, 

wo h{z) eine ganze rationale Function bedeutet. 

Aus demselben Grunde muss in der Umgebung von ^ =^ co 

* I*) — -j- + T + • • • 
Z Z 

sein. 

Also ist r\z) . z^ fnr z ^ 00 nicht unendlich, und demnach h{z) höch- 
stens vom Grade x — 1, also 

(21) g{z) = - ^^, ^=._!l_> + _?i_ + ....+ '^ 



(z — /ij) • • • • (« — Oj) « — Oj z — n, » — a. 
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Aus den Gleichungen (13), (20), (21), (18) folgt deinnach 



0} 



=ji.r_!L_+_!i_ + .... + _i5_"| 

Q,>\ yz — (ij z — a, z — axj 



Ans dem oben Bemerkten ergiebt sieh dass -^ . ti rationale Zahlen sind. 



Qnl 



und demnach 



(22) 



v^[{z- aj\z — «.,/' ....(« — a,)'^Y~h 



eine Wnrzcl einer rationalcn Fnnction darstellt 

Von den Wurzeln der Gleichung (19) sind wenigstens zwei /ij, /i.^ 
von oinander verschieden. Setzt man in (22) ji = /i, und /i = /i^, so er- 
hält man zwei Integrale von (A') v,, v,, deren Quotient nicht constant. 
Substituirt man t;^, v^ in Gl. (B'), so folgt, dass anch v^ eine algebralfsche 
Function von z wird. 

Aus den vorhergehenden Entwickelungen folgt, dass die Gleichungen 
(12) und (13) nur stattfinden dlirfen, wenn ontweder n = 2 oder die 
Gleichung (A) algebralfsch integrirbar ist. 

Wir fanden oben, dass wenn die Gleichungen (12) und (13) nichl 
bestehen, zwischen z und z^ eine algebratsche Gleichung stattfindet. Ist 
daher tj gegeben, so folgen aus Gl. (B) fttr ^ n Werthe C^ ^, .... C* 
Den n Werthepaaren (tj, ^), (ly, ^), . . . . (iy, Q entspricht demnach nur 
eine endliche Anzahl von Werthen z^ d. h. 

Einem gegehenen Werthe vofi tj entspricht nur eine endlirhe Anzahl von 
Werthen z. Es findet also eine Gleichung der Form 

(23) z + i4,«'~* + + ^, = O 

statt, wo A^j A^j . ... Af eindeutige Functionen von jy sind. 
Setzt man in Gl. (A) 

V = y\f<odz, 

80 erhält man 



d 

dz 



\o (3dlogy, \ dw r3 d\ d log y , T _ 
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Von dieser Gleichunjc bilden -2, J? ein Fundamentalsystem von Integralen. 
Es ist also(^) 



\dz) dz\d7,)^ y,'' 



wo 



= ^±y^ 



dz dz* 



öder 



(24) 






Durch die Substitution (3) gehe (B) in 
. (B") P(7, C) = O 



Qber. Aus dieser Gleichung ergiebt sich — ^ als rationale Function von 

" " d^* 



Tj und C 

(25) S = ö(7> C) 



dfj' 



Aus Gleichung (4),folgt 
(26) 

Also ergiebt Gl. (24) 






X{z)_ 

C) 



9»-< 



d2__»^ Vif.(?, C) 

dz 



]/K{z) VG(,, C) 



oder 



(27) \7^.dz^\7%^ 



^)""' d. 

^^7 



Aus dieser Gleichung ergiebt sich, dass wenn tj in einen willkiirlichen 
Werth ^ einrlickt, und b einen zugehörigen Werth von a bedeutet, in der 
Umgebung dieser Werthe zwischen z und tj eine Gleichung besteht der 
Form 



(*) S. raeioe Abh. B. 66 des Borch. Journ. p. 12S 
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(28) y ca{z - «)« - y ea(7j-fi)fi, 

wo a, ft positive ganze Zahlen bedeuten, und wo die unendlichen Reihen 
auf beiden Soitcn nur eine endliche Anzahl ncgativer Potenzen cnthalten. 
Aus dieser Gleichiing ergiebt sich aber bekanntlich z — b dargestellt 

diirch eine nach Potenzen von {rj — ff)^ fortschreitende Reihe, mit nur 
einer endlichen Anzahl negativer Potenzen dieser Grösse, wo j' eine posi- 
tive ganze Zahl bedeiitet. Daher känn z als Function von rj nicht wesent- 
lich singulare Punkte besitzen. Derselbe Schluss gilt auch, wenn ^ = 00 
öder ^ = CO wird. In der Gleichung (23) sind deinnach die Coefficienten 
ratlonale Functionen von yj. 

Es ist also 7]j folglich auch C eine algebraische Function von z^ und 
die Gleichung (26) ergiebt, dass y^ die gleiche Eigenschaft besitzt. 

Die vorhcrgehenden Schlflsse sind nur in dem Falle nicht zulässig, 
dass w = 2, weil alsdann Hif) eonstant, und. daher die Gleichung (4) 
nicht existirt. 

Man erhalt also den Satz: 

Findet zwischen den Integralen der. Gleichung (A) eine Gleichung (B) 
höheren als zweiten Grades statty so ist die Gleichung (A) aJgebrauicJi inte- 
grirbar. 

2. 

Bezeichnen wir mit i/p w^, u^ das ?/j, y^, y, entsprechende Fundamen- 
talsysteni von Integralen der zu (A) adjungirten DiflFerentialgleichung 

d^u d\j)n) d{qu) 



dz^ dz* dz 



ru = O 



derart dass 



""' Y' dz ^' dz)j 



C) Vorgleichc Uber die Definition adjungirter Diffcrentialglciehungen meine Arbeit in 
BoRCHARDTS Joum. B. 76, S. 183, und eine Arbeit des Herrn Frobentus in demselben 
Journ. B. 77, S. 245. 
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SO folgt aus (len Glcich ungen 



(1) 



\vo 



^y^ dz 9y, dg 9j/, dz 
9y, dz* 9y, dz* 9y, dz* 



O 



- O 



= M 



M = — 



dy,*\dzj ^iy,*\dzl ^?iy,'\dz) 



^Hi^lli da da "9^,9^, da dz 9y,9i/, da da 



(C) 



9yx 



= Af' Mx, 



X = 1, 2, 3. 



Es sei allgeniein ^(y,, ;?/,, //j) eine gahze rationale und homogene 
Function der Variablen y,, y,, y^, welche durch die Substitution 



(2) 



öxiyi + »ny» + »wys för y, 



(;t=l, 2, 3) 



in j0 Qbergcföhrt wird, wo j eine von y^, y^, y^ unabhängige Grössc, 
und bezeichnet inan mit ^, I — 1 das was aus ^ resp. — - iiach Austibung 

der Substitution (2) wird, so folgt aus der Gleichung 



(3) 
(4) 



<P =j0 



W) 



.f- 9^ . , 9^ . , 9d>-l 



;t= 1, 2, 3 



wo p^^ (lic Elemente der zu (2) inversen Substitution bedeuten. 

Irgend einem Umlaufe von z möge nun die auf y^ y.^, //.,, wenn 
diese Grössen wieder die Integrale der Gleichung (A) bedeuten, ausgetibte 
Substitution (2) entsprechen, so ist: 



(5) 



Mij/i + «i,yt + «i82/3 + — ) = / = ifiVi » ?/i . 2/3). 



wo j eine Constante. Dieses ergiebt sich daraus dass die Function f mit 
der Function f wegen der vorausgesetzten Irreductibilitilt der Gleichung 
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(B) einen geineinschaftlichen von f verschiedenen Factor nicht besitzen 
känn, während yj, y^^ y.^ der Gleichung f = O genögen mOssen. Wenn 
demnach diese Functionen nicht bis auf einen constanten Factor identigch 
waren, so wttrden die beiden Gleichungen /* = O, /*' = O constante Werthe 

der Verhältnisse ^, ^ liefern, was nicht möglich ist 

Vi Vi 

Da die Gleichung (5) also erfQllt ist, so känn nmn in Gl. (4) = f 
setzen. Andererseits geht durch denselben Umlauf von z u^ in 



fixi^^h + finU^ + Pxi^zy 



x=l, 2, 3 



Hber. Demnach fdhrt die Gleichung (4) för = f zu dem Schlusse, 
dass M durch den genannten Umlauf von z in JM tlbergeht. Hieraus 
ergiebt sich wie fdr H(f) in vor. N:o 

dass M Wurzd einer rationcUen Function von z ist. 

Ist insbesondere n = 2, so ist -^ als lineare homogene Function von 

V v 2/35 V v I^^tegral der Gleichung (A). Es muss demnach, wenn man in 
(A) die Substitution 



(6) 



y = Mu 



ausföhrt, die resultirendc Differentialgleichung mit der adjungirten zur 
Gleichung (A) tlbereinstiinmcn. Dieses dröckt sich durch die Gleichungen 



SM + pM 
M 



= —P 



•m 



SM'" + 2pM + qM 



M 



= -2/ + 2 



r(3) 



(») 



M" +j}M'" + qM + rM 

M 



= - p"' + q' -r, 



aus, wo die oberen Accente Ableitungen andeuten. 
Von diesen liefert die erste 

(7) M=e-i-f'" 

Die zweite wird durch die Gleichung (7) von selbst erfCiUt, während die 
dritte unter Anwendung der Gleichung (7) tlbergeht in: 

(8) 2r = -i^W-§j^'-^2,' + §j,2 + 3' 
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Findet uingekehrt diese Gleichung statt, und wählt man 31 der Gleichung 
(7) gemäss, so ist die durch die Substitution (6) aus (A) entstehende 
Gleichung mit ihrer adjuiigirten identisch, und es folgt aus der Gleichung 

(9) y/+y.* + y,' = o 

Demnach ist die Gleichung (8) die nothwendiffe und hinreichende Bedin- 
gung dafur dass zwischen y^y y.^, y.^ eine homogene Gleichung zweiten Grades 
hestéht. 

Bestimmt man zwei Functionen p^^ p^ aus den Gleichungen 

wo 

so folgt aus Gleichung (8) 

(11) r = 4pj>, + 2p\, 

wo 

dVo 

Die Gleichung (A) ist also in diesem Falle tlbcreinstimmend mit 

(12) g + 3j>, + (2p,« + p\ + 4i)jg + (4i>,p, + 2p\)y = O 

Bestimmt man aber die DiflFerentialgleichung, welcher das Quadrat jedes 
Integrals der GL: 

gentigt, so ergiebt sich ebenfalls die Gl. (12). 

Ist demnach n = 2, so ist die Gleichung (A) ubereinstimmend mit der- 
jenigen Differentialgleichungj tvdcher das Quadrat Jedes Integrals einer Diffe- 
rentialgleichung zweiter Ordnung (13) genugt.{^) 



(^) Nach dem Ercheinen meines obengenaDDten Aufsatzes in den Sitzungsber. der 
Akad. 8 Judi 1882 machte mich Herr Brioschi durch ein SchreibcD vom 22 Juli des- 
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3. 

Es seien die sÄmmtlichen Integrale der Gleichung 



itn jm— 1 



(1) ^+/.WjirT+ ••••+/»(% = <> 

dz dz 

mit rationalen Coefficienten, algebraisch. Ferncr werde vorausgesetzt, 
dass för einen willkrirlichen Werth von z jeder Quotient zweier Integrale 
von (1) auf geeigneten Wegen in z^ denselben Werth annehme wie in z. 
Alsdann muss das Fundaiiientalsystem von Integralen y^ y^, . . . . y^ ^^f 
denselben Wegen in vy^, t;y.^, . • • • "^f/m ttbcrgehen, wo v eine bestimmte 
Function von z. 
Es möge 

WO Cj, Cj, . . . . c^ willktirlichc Constanten, der irreductiblen Gleichung 

(2) y' + ip,{z)/'^ + •••• + ipr{z) = O 

« 

gentlgen, wo <pjiz) rationale Function von z. Dann ist der Voraussetzung 
geniass 

öder 

(3) y' + 5^W.y- + ....+^)=0 



V - v' 



Die Wurzeln der Gleichungen (2) und (3) sind ttbereinstimmend. Ist 
daher ^^{z) der erste Coefficient in (2) welcher nicht identisch verschwin- 
det| so ist 



selbcD Jahres auf eine id dem Bulletin de la BOciétiS mathématique de France t. VII 1879 
enthaltcne Notiz aufmerksam, worin Herr Briosohi auf einem von dem unsrigen ver- 
schiedeDen Wege die BedinguDgco hcrleitet, unter welchen eine Differentialgloichung dritter 
Ordnung durch die Quadrate der Integrale einer Diffg. zweiter Ordnung befriedigt wird. 
In derselben Notiz Icitet Herr Briobchi auch die Bedingungen ab, dafUr dass eioer Glei- 
chung vierter Ordoung die Cubeo der Integrale einer Gleichung zweiter Ordnung genttgeo. 
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oder 

(4) 



v* = ^'^''^ 



f.(«) 



Also i st, wenn inan setzt 



oder 

(5) 



y = F(z) 



r F{z,) 1 

>V.(«.) 


i 


Fiz) 

1 



I. Setzt man also 



(6) y = }/fpi{z) • (O 

SO genugt w einer Unearen hmnogenen Differential ghichung iw'"* Ordnung mit 
rationalen Coefficienten 



im-l 



(7) 



+ g,(g) , ^.,1 + + 9m{z)€0 = O, 



dz 



dz 



deren Integrale fur z^ anf geeigneten Wegen Werthe annehmen, wélche sich 
von denen in z nur um eine und dieselbe Einheitswurzel aJs Factor unter- 
scheiden. 

Sind z^, z^, . . . . z„_^ genau die sämmflichen Werthe^ von der Beschaf- 
fetiheit, dass auf geeigneten Wegen jeder Quotient zweier Integrale der Glei- 
chung [1) oder ivas dassélbe ist der Gleichung (7) in z^y z^^ . . . . z„^^ je 
einen gleichen Werth annimmt wie in z, so erhdlt ein wiUkurliches Integral 
der Gleichung (7) auf densélben Wegen in z^, z^, . . . . z„_^ Werthe, die sich 
von dem Werthe desselben in z nur durch Einheitswurzeln als Factoren un- 
tei'scheiden. 

II. Es sei 

(8) t = (a — z){a — a?,) (a — z^.^) = f(z, a) 



wo a eine willhlrliche Gh'össe ist, so ist jr(^, a) eine rationale Function von z. 

Denn da z^j z^j . . . . z^^^ die Gesammtheit der Werthe darstellt, 

welche jedein Quotienten zweier Integrale der Gl. (1) densélben Werth 

verschaflFen wie för Zj so können durch irgend einen Umlauf von z nur 
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^Tp z^j . . . . ;8f^_i eine Vertauschung unter einander erfahren. Da öber- 
diess vorausgesetzt ist, dass Gl. (1) algebralsch integrirbar sei, so sind 
z^y z^f . . . . z^_^ von z algebralsch abhängig^ daher ist t eine algebralsche 
Function von Zy welche durch Umlaufe von z nicht verandert wird, d. h. 
eine rationale Function von z. 

III. Die Function (f(z, a) hat die Eigenschaft 

(9) jp(«„ a) = f>{z, a). 

Denn es möge far z = z^^ z^y z^j . . . . z^_^ resp. in z\y /j, . . . . z'^^^ 
Hbergehen. Wenn nicht ^,, z\y 2^,, . . . . /^^^ abgesehen von der Reihen- 
folge mit z^f z^^ .... z„_^j z Qbereinstimmten, so mtlsste jeder Quotient 
zweier Integrale der Gl. (1) för mehr als tr Werthe von z je einen 
gleichen Werth annehmen, gegen unsere Voraussetzung. 

IV. Zu einem bestimmten tmllJctbiichen Werthe von t der Ghichung 
(8) gehör en genan die Werthe z, z^j z^j . . . . z^^^ von z. 

In der That wird nach Satz III die Glcichung 

t = fiz, a) 

durch z = Zy z = z^y z = z^y . . . . z =^ z^_^ befriedigt. Ist andererseits / 
ein von diesen verschiedener Werth von Zy so känn nicht die Gleichung 

^z, a) = f{z\ a) 

bestehen, wegen der Willkörlichkeit von a. 

Durch einen beliebigen Umlauf von t muss dem Satze IV gemäss 
z in einen der Werthe Zy -?,, z^y . . . . z^_^ ttbergehen. Ist ö>,, oi,, . . . . ö>^ 
ein Fundamentalsystem von Integralen der Gleichung (7) zugehörig dem 
Werthenpaare (/, z)y so erhftlt ö>, durch einen beliebigen Umlauf von ty 
d. h. dem Werthenpaare {ty z^ entsprechend, nach Satz I den Werth a}\ 

(10) w\ = j[ax,Wi + + öxTOöim], « = li 2, m 

wo j eine Einheitswurzel bedeutet. 

Transformiren wir daher die Gleichung (7) in eine Gleichung 

dm jin— 1 

(11) +h,(t)--^ + "'- + K{l)'O> = 

dt dt 

mit der unabhängigen Variabeln t. 
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Nun ist(') fnr das Werthsystem (/, z) 

(12) Ä,(0 = -^, 

wo 



=^±«. 



dm^ d\o^ d^ (Om 



dz dz* dz^"^ 

und 4 ^^^^ ^ hervorgeht, wenn man die w — ?"' Horizontalreihe in J durch 

a Wj a re;, a re;,» 

In gleichor Woise ist för (/, ^?^) 

(13) h^t)^-^^ 

wo J' und A\ ans J rosp. J, erhalten werden, wenn man ö>, durch a}\ 
ersetzt. Aus Gleichung (10) orgiebt sich aher: 

(14) ^ = él 

das heisst: 

V. Die Coefficienfen der Bifferentialghiclmng [It) sind rationah Funr- 
tionen von t. 

VI. Ist t em wiUkiirlicher Werth, so giébt es tlicht einen davoii 
verschiedenen Werth t^ von der Beschaffenheit, dass jeder Qnotient zweier 
IntegraJe der Gleichmg {11) auf geeigneten Wegen je einen gleicheii Werth 
2Vie in t annehnen könnte. 

Wenn nämlich jeder Quotient zweier Integrale der Gleichung (11) 
in t und t^ je einen gleichen Werth annimmt, so kommt dieselhe Eigen- 
schaft jedem Quotienten zweier Integrale der Gleichung (7) zu. Dieses 
ist jedoch nicht möglich. Denn es mogen dem willkttrlichen Werthe / 
die Werthe z, z^y z^^ . . . , z„_^ von z nach Gl. (8) entsprechen. Alsdann 
sind die dem Werthe t^ nach derselben Gleichung entsprechenden Werthe 
z\ z\y z\y . . . .•z\_y^ von z säjnmtlich von den Werthen Zj z^j z^, . . . . z^_^ 
verschieden. Wäre nämlich einer der ersteren mit Zj, ttbereinstimmend, 
so wäre 

^ = f>{Zx, «) = JK*, «) = ^ 

C) Siehe nieine Arbcit B. 66 den Borch. Joufd. S. 143. 

Arta mathemaliea. I. 43 
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nach Satz III. Es musste dcTnnach fOr das WerthsystcTn z^ z^^ z^^ , . . . z^_^, 
z\y ^.j, . . . . ^f'^_j jeder Quotient zweier Integrale je einen gleichen Werth 
annehmen. Der Voraussetziing gcmäss soll dieses nur fttr /r Werthe 
stattfinden. 

Es seien 17^, U^, . . . . U^_^ die Umläufe von z, fttr wolche ein will- 
kttrliches Integral der Gleichung (1), y resp. in y, ?/, ?/', .... if"^^ ttber- 
geht, derart dass nicht der Quotient zweier dieser Werthe constant, wAhrend 
jeder andere Umlauf von z jeden dieser Werthe nur in einen derseiben 
mit einem constanten Factor multiplicirten Werthe ttberfuhrt. 

Im Anschluss an eine Bezeichnung, welche ich in meiner Arbeit 
tiber algebraKsch integrirbare Differentialgleichungen zweiter Ordnung(^) 
eingefUhrt habe, will ich im Folgenden ?/, j/, y", .... y^''~^^ ein reducirtes 
Werthsijstem des Integrals y nennen. . Die Elemente eines reducirten Werth- 
systems sind demnach nur bis auf Einheitswurzeln als Factoren bestimmt. 

Ein Umlauf s von t föhre z in z^ ti ber auf einem Wege 5, welcher 
das allgemeine Integral cd in jo) verwandle, wo ./ eine Einheitswurzel, so 

werden[die Wege SU^, SU^j SU^, ^^r-i ^ i^^sp. in jw, ja)'y j(o'% yö>^'*'"^^ 

verwandeln, wo SU^ den aus S imd L\ zusammengesetzten Weg von z 
bezeichnet, imd wo nach Satz I cy, cy', ö>", , . . . o)^'"^^ abgesehen von Ein- 
heitswurzeln als Factoren durch dieselben Substitutionen aus coj, ö>,, cd 

hervorgehen wie ?/,/, y^''"^^ aus //p^av-Z/m- Die Wege SU^, SL\y....SU, 

bringen alle denselben Werth von t hervor, und die Quotienten zweier der 
Werthe jOy J(o\ . . . .jcd^*'~^^ sind nicht constant. Alle anderen Wege, 
welche von z nach z^ tiberftthren, bringen nur Werthe von cd hervor, 
welche von den zuletzt genannten sich uni constante Factoren unterschei- 
den. Also alle Umläufe von f, welche von z in z^ ttberftthren, bringen 
genau r Werthe hervor, deren Quotienten nicht constant. Die Umläufe 
von t aber, welche von z nach Zi ftthren, wo I von x verschieden, bringen 
nach demselben Schlusse nur Werthe /cy, y ö>', yv*)", . . . ./cy^'*"^^ hervor, wo 
/ eine von j verschiedene Einheitswurzel sein känn. Dasselbe gilt von 
den Umläufen von <, welche z^ in sich selbst ttberflihren. Demnach ist 
ö>, ö>', ö>", .... cy^'""^^ ein reducirtes WertHsystem des willktirlichen Inte- 
grals CD der Gleichung (11), und man erhält den Satz: 

VII. Die AnzaU der Elmiente eines reducirten Werth^ystems eines 



m 



(f-\ 



(*) Borch. Journ. B. 81, S. 111. 
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iviUkNrUchen Integrals der Gletchum/ (IJ) ist nbereinstlmmend mit der An- 
zahl der Elemente eines reducirten Wertlmjstems eines ivUlkärUchen Integrals 
der Gleichung {1). 



4. 

I. Es set W ein Umlauf der unabhunfjigen Variabeln z, durch wdchen 
jeder Quotient zweier Integrcde der béliebigen IHfferentialgleichung 



itn . im—\ 



/^v d y , d y ^ 

(1) T^ + ^« T^ +•••• + p..y = O 

dz dz 

mit rationalen Coefficienten unverämlert bleibty so wird durch denselben Um- 
lauf jedes Integral in sich selbst multiplicirt mit einer uml dersélben Con- 
stanten iibergefuhrt. 

Es sei in der That //^ y/^, .... g^ ^^^ Fundamentalsystem von Inte- 
gralen der Gleichung (1), so jst 



^^ Zi - -^^ dz dz' .7«"»-> ^ ^ 



Der Voraussetzung geniäss gelien nach Vollzug des Unilaiifes W die In- 
tegrale y^, y.^, . . . . y^ resp. in y^v, g^Vy .... y„^v tlber. Dah^r ist nach 
Gleichung (2) 

dz* 






wo j cinc Constante bedeutel. Nun aber ergiebt sich identisch 



Au8 den Gleichungcn (2), (3), (I) folgt demuach 

(5) v" = j 

woniit unser Satz erwiescn ist. 



C) S. mciDC AbhandluDg B. i56 dcH liorch. Journ. S. 128. 



i 
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Es sci die DifiFerentialgleichung 



^ ^ j /A ^ ^ 



(6) -rsr + 2.(Oi:;^ + "" + 2»(0-« = o 



Jill— 1 

. d v 



mit in t rationalen Cocfficienten, von welchen der mit ^_i multiijlicirte 

civ 

verschwindet, algebraKscli integrirbar. Setzt man 

so verwandelt sich die Gleichung (6) in 

(6a) ll.^'» + «(^_l)i_;.^'"-' + .... = 

Bczeicbneii wir mit s,, s,, . . . . s„ die Wurzeln der zu t = oo gehörigen 
detcrminirenden Fundamentalgleichung, so ergiebt sich aus Gl. (6 a) 

/»v ... mim — 1) 

Aus dieser Gleichung folgt, dass wenigstens eine der Grössen 5^,* s^j....s^ 
negativ und absolut grösser als ^~ , da nicht zwei derselben einander 

gleich sein könncn in Folge der Voraussetzung, dass Gleichung (6) algc- 
bralsch integrirbar. (^) 

Ein willktirliches Integral v der Gleichung (6) hat die Form 

(8) v = Cj7, + C,7, + + Cmyjm, 

wo 6'j, Cj, . . . . c^ willkörliche Constanten, ^y^, ^j, . . . . ^^ d^s zu f == co 
gehör ige Fundamentalsystem von Integralen bedeuten. Daher ist v ftlr 

t = oo unendlich wie eine Potenz 1% deren Exponent r grösser als — ^ — . 

Nach einem beliebigen Umlaufe von t gehe t; tiber in t;', wo 
(9) v' = c\i/j^ + c',7, + + c'„»7,„ 



C) 8. meine Abhdl. Boroh. Journ. B. 66, S. 157. 
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wciin (lurch deiiselben Umlauf yj^ in 7]\ ftbergeftthrt wird, \\6 

^ix = CtxiTfji + UxtTji + •••• + <^xm7m • 

Da die Grössen c^ c,, . . . . c^ willkQrlich angenominen wurden und die 
Determinante der Grössen a,;, nicht verseh windet, so känn man c^ , c.^ . . . . c„, 
so wahlen, dass auch in v' das Glied, welches wie T unendlich wird, nicht 
herausfällt. Daher ist auch v' fttr < = co unendlich wie t\ 

Biidet man daher das Product der fi verschiedenen Werthe von r, 
welche allén Umläufen von t entsprechen, so ist dasselbe ftlr < = co un- 
endlich wie t'"'. Es ist daher die irreductible algebralsche Gleichung, 
welcher das allgemeine Integral v genttgt, niindestens vom Grade r//, also 

höheren als ^ ~ Grades in Bezug auf t, 

Wir woUen jetzt von der Gleichung (6) voraussetzen, dass fttr einen 
willktirlichen Werth von t nicht ein zweiter Werth ^^ existirt, von der 
BeschafiFenheit, dass auf geeigneten Wegen jeder Quoti^nt zweier Integrale 
derselben Gleichung je einen gleichen Werth wie in t annehmen könnte. 

Es niögen nun einem beliebigen Werthe eines willkttrlichen Integrals 
Vy der Gl. (6) f verschiedene Werthe von <, nämlich /, fj, t^^ . . . . t^_y 
entsprechen. Alsdann gehören zwei Werthenpaaren {v^^ t^), {v^y t)j wo 
x^l zwei verschiedene Werthe eines von v^ verschiedenen willktlrlichen 
Integrals v^ zu, da sonst jeder Quotient zweier Integrale fttr zwei ver- 
schiedene Werthe von t gleiche Werthe annehmen mösste, gegen unsere 
Voraussetzung. Demnach entsprechen einem Werthe von v^ genau f 
Werthe von i;,, und einem Werthe von v^ genau f Werthe von v^^ und 
es findet zwischen v^y v^ eine irreductible algebraKsche Gleichung 

(10) ip{v,, v,) = O 

statt, vom Grade f sowohl in Bezug auf v^ als auch in Bezug auf v^. 
Da Vyj v^ nur gleichzeitig, nämlich fttr singuläre Punkte der Gl. (6) öder 
fttr < = CO unendlich werden, so ist der Coefficient von v\ eine Constante, 
die Coefficienten aller ttbrigen Potenzen von v^ ganze rationale Functio- 
nen von t;^, und zwar der Coefficient von v\ vom Grade ^ m v^, die 
ftbrigen Coefficienten von niedrigerem Grade in y^. Umgekehrt ist der 
Coefficient von vi eine Constante, die Coefficienten der ttbrigen Potenzen 
von v^ ganze rationale Functionen von v^^ der Coefficient von v\ vom 
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Grade f ift v^j die Ubrigen Coefficienten vom niedrigeren Grade in v^. 
Wir setzen zunächst voraus, dass nicht fttr einen Werth von t jedes will- 
kiirliche Integral verschwinde. Dann enthält die Gleichung (10) ein von 
v^j v^ freies Glied. 

Wir substituiren nun in Gl. (10) 

(11) v, = Vj7e, 

wodurch dicse Gleichung in 

(12) ip(u, v,) = O 

tlbergeföhrt werde. Die Gleichung (12) ist sowohl in Bezug iluf u als 
auch in Bezug auf v^ vom Grade f. Da die Gleichung (12) in Bezug 
auf Vp v^ irreductibel ist, so kommt diese Eigenschaft auch der Gleichung 

(12) in Bezug auf a uud v^ zu. Es entsprechen daher einein willkttr- 
lichen Wertjie von u genau f Werthe von v^. 

Wenn cs Uniläufe von t giebt, welche ein willkttrliches Integral v 
der Gl. (6) in jv ttberftthren, so ist nach Satz I j eine Constante, und 
zwar, weil v eine algebraKsche Function von Zy eine Einheitswurzel. Die 
zu allén solchen Umläufen gehörigen Werthe von j genftgen daher einer 
Gleichung 

(13) «^ = 1 

wo X eine ganze Zahl. 

Nach Satz I werden v\ und u durch dieselben Uniläufe von t ver- 
ändert und nicht verändert, daher ist v\ eine rationale Function von t 
und u, Es mogen nun einem willktlrlichen Werth von u ol vcrschiedene 
Werthe von t entsprechen, so entsprechen also demselben Werthe von u 
höchstens Xa vcrschiedene Werthe von v^. Es ist also 

(14) ^«^f. 

Nach einem Satze meiner Abhandlung ttber algebraKsch integrirbare Diffe- 
rentialgleich ungen (^) haben die Exponenten von v^ in der irrcductiblen 
Gleichung zwischen i\ und t den grössten gemeinsclurftlichen Theiler A. 



(*) S. Borch. JourD. B. 81, p. 112. 
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Ist daher v die Anzahl der Elemente eines redncirten Werthsystems 
des willktirlichen Integrals v^y so ist 

(15) fi = Å'P 
Nach den obigen Ent^vickelungen ist 

(16) S>f^^ 

Ans den Gleichungen (14), (15), (16) ergiebt sich demnach 

n7\ v(m — 1) 

(17) a > 2 

Wenn es Werthe von t giebt, fttr welche jedes Integral der Gleichnng 
(6) verschwindet, so gehören . dieselben zu den singulären Punkten dieser 
Gleichung. 

Es sei in diesein Falle 

(18) öl, = Vj + ;f, , ö>, = v, + ^, , 

wo /j, x^ willkttrliche Constanteh bedeuten. Die Functionen ö>j, o)^ wcrden 
fttr / = CO und ftlr diejenigen singularen Punkte der Gleichung (6) ftlr 
welche v^, v^ unendlich werden, gleichzeitig unendlich. Fftr die singula- 
ren Punkte derselben Gleichung, ftlr welche v^y v^ gleichzeitig verschwin- 
den, erhalten sie die von NuU verschiedenen Werthe /^ x^. Sie werden 
aber auch nicht fftr irgend einen anderen Werth von t gleichzeitig Null, 
da man x^ so wahlen känn, dass fftr diejenigen Werthe von ty ftlr welche 
v^ den Werth — x^ erhftlt, v^ nicht gleich — x^ werde. Setzt nian daher 
in Gl. (10) ö>j — Xyy ö>3 — /j resp. ftlr v^y v^y so erhält man eine in 
Bezug auf ö>j, o)^ irreductible Gleichung 

(10 a) j^,K, ö;,) = 

vom Grade ^ sowohl in Bezug auf w^ als auch in Bezug auf ö>j. Die 
Coefficienten von cyf und von ö>f sind Constanten, wahrend die Coeffici- 
enten der ttbrigen Potenzen von w^y ö>, resp. in Bezug auf oi^, (o^ von 
niedrigerem Grade als dem ^'" sind. Die Gleichung (10 a) enthält ein 
von ö>j, ö>3 freies Glied. 

Setzt man daher in diese Gleichung 



(Ila) öl, = ^ • öl 



1 » 
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so geht aio in dio in Bezug auf p und co^ irreductible Gleichnng 

(12 a) ^,(i), w,) = O 

ilber, welche in Bezug auf jede der Variabeln p und ö>, vom Gradé ^ ist. 
Es entsprcchen daher einem willkUrlichen Werthe von p genau f Werthe 
von ö>j. 

Da /p x^ willkttrlich gewfthlte Grössen bedeuten, so folgt, dass alle 
Umlaufe von f, welche p ungeändert lassen, gleichzeitig v^y v^ also auch 
ö>j, ö>2 ungeändert lassen. Demnach ist w^ eine rationale Function von 
p und /. Ist daher y? die Anzahl der verschiodenen Werthe von /, welche 
einem willkttrlichon Werthe von p entsprechen, so ist die Anzahl der 
Worthe w, welche demselben Werthe von }) zugehören, nicht grösser als 
p. Demnach ist 

(14 a) $^fi 

öder 

(16 a) /? > 2 

Die Anzahl der allon möglichen Umlftufen von t entsprechonden Werthe 
von v^ und v^^ folglich auch von p ist gleich /x. Daher genilgt p einer 
irreductiblen Gleichung 

(19) / + B jr' + .... + B,, = o - 

■ 

Da einem willktlrlichen Werthe von p [i verschiedene Werthe von / ent- 
sprechen, so erhalt p als rationale Function von t und i\ an mindestens 
y9 Stellen der Riemannschen Fläche (f, v^ einen gleichen Werth. Diese 
Function wird also auch in mindestens [i Stellen dieser Fläche Null und 
unendlich. Da aber p nur fftr das System derjenigen endlichen nicht 
singulären Werthe von t unendlich wird, fttr welche cd^ verschwindet, und 
nur ftlr diejenigen endlichen nicht singulären Werthe von t Null wird, för 
welche cd^ verschwindet, diese beiden Werthsysteme aber kein gemeinschaft- 
liches Element besitzen, so folgt, dass 

(20) B -W 

wo G(t), H{t) ganze rationale Functionen, ohne gemeinschaftlichen Theiler, 
beide mindestens vom Grade y9. 
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Nun sei 
(19 a) u + A^vr^ + + A,=rO 

die irreductible Gleichung, welcher u genilgt, und setzen wir 

(20.) A.^m 

wo G^{t)j H^(t) ganze rationale Functionen ohne gemeinschaftlichen Theiler. 
Es bedeute p den höheren der beiden Grade derselben. 

Setzt man in (19) x^ = O, x^ = O, so wird p = Uy und es werden 
je A Wurzeln dieser Gleichung, welche solchen Umläufen von t entsprechen, 
durch die ein willktlrliches Integral v der Gleichung (6) mit einer Ein- 
heitswurzel J multiplicirt wurde, einander gleich. Es ist demnach 

(21) (u + Ay^^ +.... + Ayf^u^ + MV"^ + •••• + B^i 

wo R^^ den Werth von B^ ftlr ;fj = O, ;?, = O bedeutet. Hieraus folgt 

(22) At = Bjf^ 

Die Werthsysteme för welche p unendlich öder Null wird, gehen fOr 
;f^ =.0, ;fj = O in Werthsysteme ti ber, för welche u resp. unendlich oder 
Null wird. Da «^ nur fQr endliche nicht singuläre Werthe von t unend- 
lich oder Null wird, so enthalten auch die beiden letzteren Werthsysteme 
kein gemeinschaftliches Element Bezeichnet man daher mit G^^\t)j H^^\t) 
die Resultate der Substitution von x^ = 0^ x^ = O in G{t\ H{t\ so haben 
Ö^^YO» ^^'W l^einen gemeinschaftlichen Theiler, und es folgt aus Gl. (22) 
oder 

Lff.(<)J B^^t) 

dass die Grade von G^^^{t)j H^^\t) genau das A-fache resp. vom Grade von 
G^{t)y H^{t) sind. Daher ist 

also nach Gleichung (16a) 

Aeta mathematUa. I. å^ 
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Aus (17) und (23) folgt, da^s die Änzahl der verschiedenen Werthe von /, 
welcJie einem wiUkurlichen Werthe von u entspi'echen, grösser als -^ — - — ^ ist. 
Ist 

(24) § + Ä.(0^ +•••• + K{t)y = O 

at dt 

einc bcliebige lineare DiiFerentialgleichung mit rationalen Coefficienten, 
•welche nur algebralsche Integrale besitzt. Setzt man 

(25) y = e ^ -v 

m 

SO erhält man fttr v eine wie (6) beschaffene Differentialgleichung. 

Setzen wir voraus, dass fttr einen willkttrlichen Werth von t nicht 
ein zweiter Werth t^ existirt von der Beschaffenheit dass auf geeigneten 
Wegen jeder Quotient zweier Integrale der Gleichung (24) in t^ den- 
selben Werth wie in t annehme, so besitzt die wie Gl. (6) beschaffene 
Gleichung dieselbe Eigenschaft. Es ist daher die Anzahl der verschiedenen 
Werthe von /, welche dem Werthe des Quotienten zweier willkttrlichen 

Integrale der wie (6) beschaffenen Gleichung entsprechen, grösser als ^^^ \ 

wenn v die Anzahl der Elemente eines reducirten Werthsystems des all- 
gemeinen Integrals dieser Gleichung bedeutet. Aus GL (25) ergiebt sich, 
dass \> auch die Anzahl der Elemente eines reducirten Werthsystems des 
allgemeinen Integrals der Gleichung (24) bedeutet. Da andererseits fttr 
zwei Werthe von /, fttr welche ein Quotient zweier willkttrlicher Inte- 
grale der ^vie (6) beschaffenen Gleichung gleiche Werthe annimmt^ auch 
der Quotient zweier willkttrlicher Integrale der Gl. (24) gleiche Werthe 
erhält, und umgekehrt, so folgt, dass auch die Anzahl der verschiedenen 
Werthe von ty welche einem wiUkurlichen Werthe des Quotienten zweier imll- 

kurlichen Integrale der Gleichung {24) entsprechen^ grösser als ~ ' isty 

wo v die Anzahl der Elemente eines reducirten Werthsystems des allgemeinen 
Integrals der Glckhung {24) bedeutet. 

Un ter Berucksichtigung der Sätze I, VI, VII der N"* 3 erhält man 
daher das folgende Theorem. 

II. Ist v die Anzahl der Elemente eines reducirten Werthsystems des 
allgemeinen Integrals einer heliebigen linearen homogenen algehraisch mtegrir- 
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haren Differentidlgleichung m'"* Ordnung mit rationalen Coefficienteriy so ist die 
AnzaJd der verschiedenen Werthe der unabhängigen Variabeln^ ivdche einem 
wUlkurlichen Werthe des Quotienten zweier willkurlichen Integrale derselben 

DifferentialgJeichung entsprechen, grösser als ~ ^ * 



5. 



Wir betrachten die Gleichung (B) als eine algcbralsche Gleichung 
zwischen rjj C ^^^ bezeichnen nach Riemann mit p die Classe dieser al- 
gebralschen Gleichung, d. h. die Anzahl der linear unabhängigen Integrale 
erster Gattung, welche zu derselben gehören. 

Seien «7j,Jj, .... t/p solche linear unabhängige Ii 'grale erster Gat- 
tung, in der Form, welche nach dem Vorgange des H rn Auonhold(^) 
von Clebsch und Herrn Gordan(*) eingefiihrt worden t, so dass also 

9^1 9yi 9^3 

wo j^^ = O eine Curve n — 3^' Ordnung darstellt, welche durch die sämmt- 
lichen Doppelpunkte und Rttckkehrpunkte der Curve (B) hindurchgeht. 
Nach N^ 2 ist 



(2) S " ^^y^^y^ ^ ^^»'^» "*■ ^'•'^** "*■ "^»^^»^ ^ 



dz 



und nach Gleichung (C) 



folglich ist 

y ± ^y,%3 j 

U) = = -~ (fe 

' 9y. ^ ' 9y. ^ • 9^3 



Nach N^ 1 Gl. (24) ist 



(5) 






(') Monatsborichtc der K. Akadcmie der WisseDsch. zu Berlin, April 1861. 
(*) Theorie der AbelscheD FaDctioDen, S. 2. 
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Andererseits ist nach Gl. (C) 

(6) ^=x^:^ = _!^ = _'^ 

^ ^ dyj dz' dz u^ /, ' 

wenn man zur Abkttrzung /I ftir J^ setzt. Bezeichnet man ferner ^ i 

mit fi^j und mit F^,, den Coefficientcn von /J^ in der Hessischen Covari- 
ante von /) so folgt 

nr 1 

also 

demnach nach Gl. (C) 

^•C^ (f,./. +J'../. + F../.)y.' 

also endlich 

d'C 1 H(/)y,* 



(7) 



drj* (» - 1)' /,' 



Substituirt man diesen Werth in (5) und setzt ausserdcm för -^ seinen 

, dz 

Werth 

él-A -A. L 

so folgt 

also ist nach Gl. (4) 

3yi 9y« 3y, 



(9) 



In den GU. (4) und (9) sind J, Jf, X Wurzeln rationaler Functionen 
von z, und zwar hat X dieselbe Bedeutung wie in Gl. (2) N"* I, Jf die- 
selbe Bedeutung wie in Gl. (C), während 

(10) J^e'-^'" 
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Durch eiiieii beliebigen Umlauf von z inöge y,, in y\ tibergehen, wo 

(11) y'x = a«yi + öwy» + axsj/a, ^ = l, 2, 3, 

so genttgen y\y y\, y\ der irreductiblcn Gleichung 

(12) Åy\.y\. y'a) = o. 

Es sind demnach fx(y'i> y\} !/\) = O Curven n — 3**"' Ordnung in y\jy\,y\f 
wclche durch die Doppel- und Rtlckkehrpunkte von (12) hindurchgehen. 
Daher sind 




f^x(y\, /,, y\)2^<^iy\dy\ 



die ^ linear unabhftngigen Integrale erster Gattung, welche zu der Glei- 
chung (12) gehören. Diese Integrale als Functionen von js sind demnach 
fftr keinen Werth von z unendlich. Setzt man fQr y\j y\, y\ ihre 
Werthe aus Gl. (11) in ^x(^\y y'^, y\)j so wird 

My\^ y\^ y\) = Myi^ »t» y^^ 

wo <p^ eine ganze rationale und homogene Function n — 3^^^ Grades ist. 
Ferner hat man nach Gl. (4) öder Gl. (9) 



' ^7 ^ =i ^7 ^7 



WO y eine Einheitswurzel bedeutet, folglich ist 

Da «7',^ ftlr keinen Werth von Zy folglich auch fftr kein Werthsystem 
l/v y^y 1/2 unendlich wird, so ist J\ ein Integral erster Gattung gehörig 
zur Gleichung (B). Hieraus ergiebt sich, dass ^^(j/j, y,, ^3) = ^^(i/\yy'^, y^j) 
durch eine lineare homogene Function von f>i(yj, ^a, ^3), . . . . ^pij/v y^jVz) 
dargestellt wird, öder 
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I. Die Functionen ^^(i/^, y^, ij.^\ , jr^(y^, ^.^, yj genugen eifier 

linearen honwgenefi Gleichtmg jp'"" Ordnung 

mit in z ratianalefi Coefjficienten. 

Es sei U ein Umlauf der Variabeln ^, durch welchen ein Quotient 
X zweier willkttrlieher Integrale der Gleichung (D) uiigeandert bleibt, 

ohne dass gleichzeitig ILi^lii^ li^h.^ yfo y\, y\^^ y\^ die Functionen 

bedeuten, in welclie resp. y^, y^, y^ durch denselben Umlauf Hbcrgehcn, 
nämlich 

(13) y'x = a^iVi + ««yi + axsl/a, ^ = 1, '^, 3. 

Ist alsdann y^ = &p y^ = ^2> /'a == ^3 ^^^^ Werthsystern, fftr welches 
A Null öder Unendlich wird, und setzt man 

(14) h\ = a^tifei + a«fea + a^X, * = 1, 2, 3, 

SO wird X auch fttr y^ = b\j y^ = i'^, //^ = i'^ Null resp. unendlich, 
Fixirt man daher p — 1 willkUrliche Werthsysteme b^j i„, i^, von 
yp y^ ^aC^ = 1> 2, . . . .|) — 1), fQr welche A unendlich wird, so wird X 
auch fUr d\e p — 1 Werthsysteme 

(15) b'ix = Uxfin + unhit + «X3&<3, x=l, 2, 3 i =1,2 y — 1 

von y^j y^^ y.^ unendlich. 

Nach der Voraussetzung ist nicJit gleichzeitig -1? = Ji und -i^ = -ii. 

Andererseits ist auch nicht gleichzeitig -p = -/' und -J? = _i? / > i öder 

77^ = 7^, --l? = -ii, da man die Werthe von z. welche zu einem Systeme 

K fc/i h'ii «?// -^ 

^ii> ^ii> ft,3 und zu einem Systeme 6,i, ft;,, ft,8 gehören, vollstandig von 
einander unabhangig gewahlt hat. Demnach ccmstituiren die Werthsysteme 
^ii} Wj} ^iz und die Werthsysteme 6'<i, i'^o, h\^ 2p — 2 verschiedene Werth- 
systeme, fUr welche X unendlich wird. 

Bezeichnet man die durch zweimalige Wiederholung der Substitution 
(13) aus i,!, 6,,, 6^8 hervorgehenden Werthe mit b'\ij V^^^ &"«, so ist 
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erstlich nicht gleichzeitig ^' = S? und S^ = &% öder ^' = ^ und 

h n 6.;i h il b II o u bli 

^ = ^, öder 5^« = ^ und ^ = ^, t>Z, aus denselben Grtinden wie oben. 

b il bil b il bil b il bil ^ 

Andererseits ist auch, weil wir die zu 6<I, J^^, 6,3 gehörigen Werthe von 

• z willkörlich gewfthlt haben, nicht gleichzeitig -1* = -i! und --!? = —!? 

P il o il b" il bil 

ohne dass auch gleichzeitig 

b il bil b il bil 

Dä nun X durch den Umlauf von U ungettndert bleibt, so muss 
diese Function auch för die Werthsysteme b'\ij h"i^y b"i^ unendlich werden. 
Nun aber känn X ausser fUr die 2p — 2 verschiedenen Werthsysteme 
(6,1, 6,2, ft^a), {b'iij b'i2y b'i^) nicht mehr unendlich werden, da bekanntlich 
der Quotient der Differentiale zweier Integrale erster Gattung der Classe 
p ftir nicht mehr als 2p — 2 Stellen der RiEMANN'schen Flache imend- 
lich wird;(^) es mössen demnach die GIL (16) stattfinden. Dieselben 
liefem wegen der willkörlichen Wahl der zu b^y 6<,, 6,3 gehörigen Werthe 
von z den Satz 

II. Cfiebt es einen Umlauf U von z^ wdcher y^, y^, y^ Uberfuhrt resp. 
^^ 2^1» y\j y\y w^^ zugleich dm Quotienten X zweier wUlkUrUcher Integrale 

der Gleichung (7)) unverändert lässty ohne dass gleichzeitig t±^yi und 

yj-zzz^y SO muss eine zweimalige Änwendung dieses Umlaufes ^, ^ unge- 
Vi Vi Vi Vi 

ändert lassen. 

Wenn uusser dem Umlaufe U noch ein anderer JJ die Eigenschaft 
hat, dass durch dessen Änwendung X ungeändert bleibt, ohne dass zugleich 
der Quotient zweier willktlrlicher Integrale der Gl. (A) ungeändert bleibt, 
so ergiebt sich wiederum aus dem Umstande, dass X nur ftir 2p — 2 

Werthsysteme von y^, y^j y^ unendlich werden känn, wenn man mit bi^^ den 

durch Änwendung der V entsprechenden Substitution aus ft<, hergeleiteten 
Werth bezeichnet, dass 

bit Vit bii Vis 



(17) 



bil '''<»' bil '''<»' 



C) RiEMANN, Abelsche Functionon, in Borohardts Journ. B. 54. 
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d. h. wegen der willkttrlichen Wahl der zu ft^, gehörigen Werthe von z^ 
der Umlauf U fQhrt den Quotienten zweier willkttrlicher Integrale der 
Gl. (A) in denselben Werth tlber wie Z7, öder was nach dem Satze I 
N° 4 dasselbe ist, der Umlauf U ftthrt y^, y,, y^ resp. in jy\j jy\y j]f^ 
tlber, wenn TJ dieselben Functionen resp. in y\^ y\^ y\ ttberftthrt, und 
wo j eine Einheitswurzel bedeutet. 

Es seien 5^, 8^^ Ä^, . . . . 8„_x diejenigen Umlftufe von z^ welche ein 
reducirtes Werthsystem eines willktirlichen Integrals to der Gl. (D), nftm- 
lich ö>, ö>', ö>", .... lo^"^'^^ hervorbringen. Jeder andere Umlauf bringt 
also nur einen dieser Werthe mit einer Einheitswurzel multiplicirt hervor. 
Den Umläufen 8^^ 5^, . . . . 8^_y^ entsprechen die Werthe y, y', y", .... j/''"^^ 
eines willkftrlichen Integrals y der Gleichung (A). Es können nicht zwei 
der letztgenannten Werthe ein constantes Verhaltniss besitzen, da sonst 
auch zwei entsprechende Werthe der Rcihe ö>, (o\ io'\ .... ö>^*'"^^ ein 
constantes Verhaltniss hatten. — Die Umlftufe S^JJ^ 8^U,.... 8^_iiU erzengcn 
die Werthe f^''\ y^'+^\ .... t/^^''^\ wfthrend dieselben ö>, ö>', . . . . ö>^^"^^ nur 
mit constanten Factoren raultipliciren. Die Werthe i^''\ !^'''^^\ • • • • j^^"^^ 
unterscheiden sich der Voraussetzung nach von y, y', y", .... j/*""^^ nicht 
bloss um constante Factoren. Jeder andere Umlauf von z bringt aber 
nach dem obigen nur Werthe hervor, welche gleich sind einera der Werthe 
der Reihe y, y', y", .... j^^""^^ multiplicirt mit einér Constanten. Diese 
letztere Reihe ist also ein reducirtes Werthsystem von y. 

Giebt es aber keinen Umlauf der Art f7, so ist y, y', y", .... y^''"^^ 
ein reducirtes Werthsystem von y. Man erhftlt also den Satz 

III. Ist u die AnzaU der Elemente eines reducirten Werthsystems des 
(dlgemeinen Integrals der Gleichung (Ä)^ so ist h\^ öder v die ÄnzaJd der 
Elemente eines reducirten Werthsystems des allgemeinen Integrals der Glei- 
chung {D), je nachdem es Umläufe der Art U giebt öder nicht giebt. 

Es seien (iy<, Qj i = ly 2, . . . . 2jp — 2 die 2p — 2 Stellen der Rie- 
MANN'schen Fläche (ly, C)? in welchen A einen willkQrlich vorgeschriebenen 
Werth annimmt. Von diesen Stellen können p — 1 willktlrlich gegeben 
sein. Wir bezeichnen die letzteren mit (^p CJ? • • • . (^p-u C-Oj dieselben 
können so gewählt werden, dass sie zu jp — 1 verschiedenen Werthen von 
z gehören. Wenn zu einer der Ubrigen Stellen (gy^, (^), . . . . ( ^»p-a »CJ;,-») 
ein Werth von z gehört, welcher auch einer der ersteren p — 1 Stellen 
entspricht, wenn z. B. {rjp^^f C+«) ^^ demselben z gehört, wie (gy,, C)> ^ 
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gäbe es einen Umlauf von z, welcher ly,, Z ^^sp- ^^ 7/>+x> C+)f ilberftlhrte. 
Da durch denselben Umlauf A in sich selbst ttbergefilhrt wird, und bei 
willktirlicher Wahl von (gy^, ^) . . . . (^p_i, Cp^^ die Gleich ungen rj^j^^ = yj^ 
Cp^^ = Cl nicht gleichzeitig erftlUt sind, so wäre dieser Umlauf der Art U. 

Giebt es also keinen Umlauf der Art C7, so gehören zu einem will- 
ktlrlichen Werthe von A genau e{^p — 2) verschiedene Werthe von jer, 
wenn man mit e die Anzahl der verschiedenen Werthe von z bezeichnet 
för welche gleichzeitig jeder Quotient zweier Integrale der Gl. (A) je 
einen gleichen Werth annimmt. 

Wenn es aber einen Umlauf der Art U giebt, so mogen mit ly', C die 
Werthe bezeichnet werden, in welche derselbe gy, C öberftihrt. Es nimmt 
alsdann X ftlr (iy\, COv-l^'/»-!» ^V-i) denselben Werth an wie för (gy^, ^),--. 
•••(^p-n C-i)- ^* diese letzteren Stellen untereinander verschieden sind, so 
sind es auch die ersteren. Der Voraussetzung gemäss ist auch keiner der er- 
steren mit einem der letzteren ftbereinstimmend. Es fallen demnach (^y^, ^),... 

•••('72P-2J Cip-i) niit {7j\j C'i)--..(3y';,_i, CV-i) zusammen. Da die Werthe von jer, 
welche zu den verschiedenen Stellen {yj^j (JJ)....(3y^_|, ^_,) gehören, von einan- 
der verschieden sind, so ergiebt sich, daiss in dem Falle der Existenz eines 
Umlaufes der Art U zu einem willkilrlichen Werthe von A genau s(p — 1) 
verschiedene Werthe von z gehören. Man erhalt also den Satz: 

IV. Je nachdem es Umläufe der Art U giebt öder nicht giebt, ist die 
Anzahl der verschiedeneti WertJie von z, tvdche zu eineni tviUkurlichen Werthe 
des Quotienten ztveier willktirlicher Integrcäe der Gleichung (D) géhörenj 
s{p — 1) öder 2s{p — 1), wenn e die Anzahl der verschiedenen Werthe von 
z hedeutet, fur welche gleichzeitig jeder Quotient zweier Integrale der 01. (A) 
je einen gleichen Werth annimmt. 

Besitzt die Gl. (A) die Eigenschaft, dass nichi zu einem willkQrlichen 
Werthe z ein Werth z^ gehört der Art, dass jeder Quotient zweier Inte- 
grale der Gl. (A) in z und z^ je einen gleichen Werth annimmt, so ist 
e = 1. Es folgt alsdann nach Satz II W 4, Satz III u. Satz IV dieser N* 

(E) !> - 1 ^^Y- • \ ' 

öder 

je nachdem es Umlilufe der Art V giebt öder nicht giebt. 

Act9 matkematiea. I. 45 
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In beiden Fallen folgt för p > 1 

(F) ^ y ^ 4. 

Wenn zu einem willktirlichen Werthe z ein Werth z^ gehört von der 
Art, dass jeder Quotient zweier Integrale der Gl. (A) in z und z^ je 
einen gleichon Werth annimint, so känn man, da n > 2, also die Gleichiing 
(A) algebralsch integrirbar vorausgesetzt ist, nach N"* 3 durch Multiplica- 
tion der abhängigen Variabeln y mit einer Wnrzel einer rationalen Fimc- 
tion von z und Transformation der unabhängigen Variabeln z in eine 
Veränderliche t die Gleichung (A) in eine Gleichung ttberftihren der Form 

(A") ~ + h,{t) g? + h,{t) ^ + h,{i)<o = O (8. dort Gl. (11)) 

mit rationalen Coefficienten, welche die Eigenschaft besitzt, dass nicht zu 
einem willkttrlichén Werthe von t ein Werth t^ gehört der Art, dass 
jeder Quotient zweier Integrale der Gl. (A") inr t und t^ je einen gleichen 
Werth annimmt. (Satz VI N^ 3). 

Die Natur der Transformationen welche von (A) zu (A") ftihren 
bringt es mit sich, dass die Gleichung (B) auch för ein Fundamental- 
system ö>j, ö>j, ö>g von Integralen der Gl. (A") bestehen bleibt, dass also 

(18) f(co^, ö;,, (0^) = O 

Biidet man die zu (18) gehörigen Integrale erster Gattung, so ist dem- 
nach die Anzahl der linear unabhängigen ebenfalls p. Da ferner nach 
Satz VII N° 3 die Anzahl der Elemente eines reducirten Werthsystems 
des allgemeinen Integrals der Gl. (A") mit der Anzahl der Elemente 
eines reducirten Werthsystems des allgemeinen Integrals der Gl. (A) tlber- 
einstimmt, so ergiebt sich, dass die Gleichungen {E) und {F) auch bestehen 
bleibeHj wenn fur einen imllkurlichen Werth vcyn z und noch andere Werthe 
z^ jeder Quotient zweier Integrale der Gl. {A) je einen gleichen Werth an- 
nimmt 

Das durch (F) ausgedrtickte Resultat lässt sich auch folgendermassen 
aussprechen : 

V. Ist die Classe p der Gleichung {B) grössei' als Eins, so ist die 
Anzahl der Elemente eines reducirten Werthsystems des allgemeinen Integrals 
der Gleichung (A) nicht grösser als vier, öder, was dassdhe ist, die Anzahl 
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der reducirten Wurzeln{^) der (dyebrai schen Glekhuny, wetcher dieaes all- 
gemeine Integral genuyt, ist nicht grösser eds vier. 



6. 

Fttr 
gehört zur Gl. (B) uur ein Integral crstcr Gattuiig J. Es sei wie in N" 5 

Fuhrt luaii auf der rechten Seite dic Variabeln ly, C cjiii, so erhält man 

(2) dJ = y,(,, CM9 

wo er, einc rationale Fuiiction von ly, C Andercrseits sind C und -5 ratio- 

nale Functionen von gy, ^. Polglich erhält man fur die unabhängige Vari- 
uble z 

(3) dJ = ip{z, yj)åz 

wo ip eine rationale Function von ^, gy. 

Nach N** 5 wird entsprechend einem Umlauf von ^, welcher //^ ^.^, ^3 
resp. in y\, y*^ y\ tiberftthrt, 

wo j eine Constante und zwar, weil fttr n > 2 j^(//j, y.^, //J einc algebra- 
Ksche Function von z ist, eine Einheitswurzcl bedcutet. Demnach ist 
vin v y^f ^3) ^^^^ Wurzel einer rationalen Function von z, Aus dieser 
Bemerkung und aus Gleichung (4) öder Gl. (9) N" 5 ergiebt sich dem- 
nachy dass auch 

(5) dJ = Rdz, 

wo B Wurzel einer rationalen Function von z bedeutet. 



C) Ueber die BedoutuDg dieser BezeiohDung s. meine Arbeit in Borchardts Journal 
B. 81, S. 111, N° 9. 
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Setzen wir voraus, dass die Gleichung (A) so beschaffen sei, dass 
nicht ftlr einen willkttrliehen Werth von z und noch fttr andere Werthe 
von z jeder Quotient zweier Integrale der Gl. (A) je einen gleichen 
Werth annimmt, so ist demnach z eine rationale Function von gy, C Da 
wir vorausgesetzt haben, dass J das zu [rjy C) gehörige Integral erster 
Gattung sei, so sind ly, C eindeutige Functionen von J, folglich ist auch 
z eine eindeutige Function von J. 

Demnach ergiebt sich aus dem Bestehen der Gleichung (5) nach den 
Untersuchungen der Herren Bkiot und Bouquet,(') dass JR* öder JR* eine 
rationale Function von z sein musse. 

Unter derselben Voraussetzung Uber die Gl. (A) ergiebt sich auch, 
das3 ly, z eindeutige Functionen von J. Demnach ist auch die Classe 
der algebraKschen Function rj von z gleich Eins, und ^'(^, rj) nach Glei- 
chung (3) die Ableitung des zu {z, rj) gehörigen Integrals erster Gattung. 

Der Ausdruck 



I 






bleibt ungeändert, wenn man an die Stelle von y^ setzt b^^i/i + K^2 + f^xHfz^ 
wo b^i beliebigc Constahten bedeuten, d. h. der genannte Ausdruck i^t 
von der Wahl des Fundamentalsystems y^, y.^, y.^ unabhängig. • Gleicher- 
massen ist {^(y^, y^j y.^) bis.auf einen constanten Factor von der Wahl 
dieses Fundamentalsystems unabhängig, folglich ist auch bis auf einen 
constanten Factor B von der Wahl dieses Fundamentalsystems unabhängig. 
Aus (3) und (5) folgt 

(6) B = </;{z, rj) 

d. h. es ist B eine rationale Function von ly, z. Wir behaupten aber, dass 
auch umgekehrt rj eine rationale Function von Zy B ist. Denn gäbe es 
einen Umlauf von Zy welcher JR ungeändert liesse, dagegen rj in rj' ver- 
wandelte, so wtirde in den beiden Blättern rjy rj' der RiEMANN^schen Fläche 
der algebralschen Function rj von z die Function B fftr dasselbe z den- 
selben Werth annehmen. Wir können aber das Fundamentalsystem 



C) Journal de lEcole polytechnique t. 21, p. 222. 
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Ifv Ifi^ !I'A ^^ wilhleii, dass fiir z ^ ^,, wo z^ ciri willkrirlicher \Vorth> in 
den beiden genanntcn Blftttern tj denselben Werth tj^ erhält. Dann ist 

(7) / ifiz, rj)dz = I tl^z, rj)dz 

('1. fl) ('1* iji) 

d. h. gleich bis auf V^ielfacho von Piiriodicitätsmoduhi, ft\r Integrations- 
wege, welche in den beiden Blattern gy, tj' iibereinander laufen. Es ist 
deninach in der genannten RiEMANN^sehen Fläche 



I iP{z, 7j)dz = O 



(8) 

(*, 7) 

d. h. gleich bis auf Viclfache von Periodicitätsnioduln. Aus Gl. (8) folgt 
nach eineni bekannten Satze, dass es eine rationale Function von Zj tj 
giebt, welcbe fttr einen beliebig gegebenen Werth und nur ftlr diesen 
unendlich. wird, dass deninach die Classe der algebralschen Function tj 
von z gleich Null sei. Da aber nach dem oben Bewiesenen diese Classe 
gleich Eins, so folgt dass es keinen Umlauf von z giebt, welcher B un- 
geändert lässt, ohne gleichzeitig rj unge&ndert zu lassen, dass also rj eine 
rationale Function von Zj B ist. 

Da eine gewisse Potenz jedes Integrals der Gleichung (A) eine ratio- 
nale Function von ly, z ist, so ergiebt sich auch, dass eine gewisse Potenz 
jedes solchen Integrals durch eine rationale Function von Zy B dargestellt 
werden känn. 

Es ist dahcr, wenn A eine gewisse ganze Zahl bédeutet, 

(9) 2/^ = a, + a,li + a,Ä' + aji\ eder y^ = y9, + /S^B + - • • • + (i,E\ 

je nachdem B^ öder B^ rationale Function von z wird, wenn man mit 
a^ und p^ rationale Functionen von z bezeichnet. 

Die Anzahl der Elemente eines reducirten Werthsystems des all- 
gemeinen Integrals der Gl. (A) wird daher durch eine der Zahlen 2, 3, 4, 6 
gegeben. 

Da nach S. VII N° 3 die Anzahl der Elemente eines reducirten 
Werthsystems des allgemeinen Integrals der Gl. (A) stets gleich ist der- 
selben Anzahl ftir eine Differentialgleichung dritter Ordnung, welche die 
Eigenschaft hat, dass nicM fftr einen willkörlichen Werth der unabhan- 
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gigen Variabeln und noch audere Werthe dersclbeii jeder Quotieiit zweier 
Integrale derselben jc eiiien gleichen Werth anniiniut, und fttr welche 
gleichzeitig dieselbe Gleicliung (B) erftUlt ist, so folgt allgenicin der Satz: 

I. Ist jj — 1, so ist (lie Anzahl der reducirten Wurzdn derjeniyen 
algebraisclien Gleickung^ welclier dos allyemeitie Integnd der Gleicliung {A) 
genilgt, durch eine der Zahlen 2y é/, 4, ii gegében. 

Es sei endlich 

Alsdann giebt es bekanntUch eine rationale Function s von ly, C 

(10) é = y(,, C) 

von der Beschaffenhcit, dass 



(11) 



fM) ^ ÅW 



wo f\{s)y f^{s\ f^(s) ganze rationale Functionen m'"* G rades der Variabeln 5, 
ohne einen allén genieinschaftlichen Theiler. 

Ein Ijeliebiger Unilauf der Variabeln z ftthre ly, C resp. in ly', C 
tlber, so ist 

Setzt nian in die aus (11) sich ergebende Gleichung 

a • 

wo also s' den Werth bezeichnet in welchen s durch den genannten Uni- 
lauf ttbergeht, die Werthe aus (12) ein, so ergiebt sich nach Gl. (II), dass 
s' eine rationale Function von s. Da aber aucli unigekehrt s eine rationale 
Function von s' sein niuss, so folgt: 

Zivisclien s und s' findet eine Gleichung der Form 

(13) as»' + 6« + c«' + d = O 

staity wo a, i, c, d Cofistanten sind. 
Wir setzen 



dz 



(14) cV=5;^, .. = .'.- 
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Aus Gl. (13) folgt:^ 

d$' be — (vd ds 



(15) 



dz {as + cY dz 



Da 8 nicht constant, so ist hc — ad von Nnll verschieden. 

Naoh dem genannten Umlaufe von z inögen f,, f^ resp. in ?,, f. 
ttbergehen, so ergiebt sich ans (14) nnd (15) 



ds' hr — ad 



cV* = 3r- = i::r-:::j(«* + '^)'-f.* 



^.'* = ^;r:^-f.^'- + '^)* 



alRo 



\bc. — ad 

(10) 

Da aber Sj folglich auch fj, f^ algebralsche Functionen von z sind, so 
IftÄSt ftich diefles Resultat auch folgendermassen aussprechen: 

Es ist s der Quotient zweier Integrcde $^, f^ einer linearen homogenen 
algehraisch infegrirbaren DifferentialgleicJiung zweiter (h'dnung, mit der ?/w- 
ahh/ingigen Variabeln z und mit in z rationalen Coeffi/)ienten. 

Es sei 

(17) /xW-f." = i*x(f.,.f.), ;^=1, 2, 3 

wo ^f^ ganze rationale und homogene Functionen von f^, f^ n'^ Grades 
bedeuten. 

Aus den Gleichungen (11) folgt alsdann 

(18) y. =P'M^i^ f.). ;r=l, 2, 3 

Wenn nach einem Umlaufe von z, />, f^, Cj? J/x resp. in p\ ^^, ^j, y\ 
tlbergehen, so dass 

y\ =* a«?/i + a«y« + »xny», ^ = 1, 2, 3 

und nach Gl. (16) 

vMc', , c',) = /-(c, , c,), 
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wo )[^ ebenfalls eine ganze rationale und homogene Function n''" Grades 
von ^j, $j bezeichnct, so ergiebt sich aus (18) 

(19) PXx^^i ' f«) = p[^xi4'i + «x«f''2 + ««V''3] 

Demnach ist ^ eine nitionale Function von s. 

P 

Wenn die Function ^ fUr einen Werth von s verschwindet, so muss 

P 
fttr denselben Werth 

«x/i + «x/« + «n/a = fiir ;f = 1, 2, 3 

sein, d. h. da die Determinante der Grössen a^a nicht verschwindet 

/. = 0, /. = o, /, = 

sein, was nicht möglich ist, da /j(5), /^(ä), f^{s) keinen gemeinschaftlichen 
Theiler besitzen. 

Demnach ist ^ eine Constante. Da aber p eine algebraltsche Func- 
tion von z ist, so folgt, dass p Wurzd einer rationalen Function von z. Also 

IL Im Falle jp = O ist dos allgemeine Integral der Gleichung {A) 
abgeséhen von einer Wtirzel einer rationalen Function als Factor durck eine 
ganze rationale und homogene Fmwtion w"" Grades des Fundamentalsjfstems 
von Integralen ^,, f^ einer algehra/isch integrirharen linearen homogenen I>if- 
ferentialgleichung zweiter Ordnung mit in z rationalen Coeffirienten, dar- 
stdlhar ('). 

Betrachten wir nunraehr die Gl. (B) fUr den Fall n = 2. 

Es sei 



(20) a.^y^'' + a„i/,« + a^^y^^ + 2a^^y^y^ + 2a^^y^y^ + 2a^^y^y^ = O 

diese Gleichung, so ergiebt sich, wenn man mit ly^, <I^ ein beliebiges Werth- 
system von jjy C bezeichnet Avelches derselben gentlgt, und wenn man setzt 

(21) * = ^^' 

' .t 



A, + A^s + A^8*' " A, + A,8 + A^s' 



(22) V= , ■ ,.. ... > 



O TJebcr 8o1c1ic Differentialgleichungen zweit«r Ordnung vergl. mcine Abhandl. in 
Borch. Journ. B. 8 K S. 97 und B. 85, S. 1. 



Ucber linearc honiopene DifForentialfirleichiingcn etc. 361 

Aus den Gli. (21), (22) erj^iebt sich analog wie ans den GU. (10), (11), 
dass zwischen zwei Zweigen s und s' der Function s von z eine bilineare 
Gleichung von der Form (13) stattfindet. 

Aus dieser Gleichung folgert man Avie oben, dass ä der Quotient 
zweier Integralc ^j, c, einer linearen homogenon Diflferentialgleichnng 
zweiter Ordnung mit in z rationalen Coefficienten ist, jedoch mit dem 
Unterschiede, dass hier die Differential/fleichmff zweiter Ordnung nicM alge- 
bralsch integrirbar zu sein hraucht^ da s nicht algebralsch sein muss. 
Aueh för diesen Fall gelten die GU. (18), und in diesen sind die Func- 
tionen ^, ganze rationale Functionen zweiten Grades, während p constant 
wird. Dieses Resultat ist mit dem in X"" 2 Gegebenen tibereinstimmend. 



.7. 



FOr die lineare homogene Differentialgleichnng (A), zwischen deren 
Integralen eine Gleichung (B) besteht, ergeben sich nach dem Vorhergehen- 
den folgende Resultate: 

I. Ist der Grad n der Gleichung (B) gleich zwei, so ist die Gleichung 
(A) Qbereinstimmend mit der Diflferentialgleichung dritter Ordnung, wel- 
cher das Quadrat jedes Integrals einer beliebigen linearen homogenen 
Diflferentialgleichung zweiter Ordnung mit rationalen Coefficienten gentigt. 

II. Ist n grösser als zwei, so sind die Integrale der Gleichimg (A) 
algebralfsche Functionen von z. 

Hierbei ergeben sich drei Falle: 

a) Ist die Classe p der algebralschen Gleichung (B) grösser als Eins, 
80 ist die Anzahl der reducirten Wurzeln derjenigen algebralschen Glei- 
chung, welcher das aUgemeine Integral der Gleichung (A) genftgt, nicht 
grösser als nier. 

b) Ist ;) gleich Eins, so ist die Anzahl der reducirten Wurzeln zwei, 
drei, vier öder sechs. 

c) Ist p gleich NuU, so sind die Integrale der Gleichimg (A) ab- 
gesehen von einer Wurzel einer rationalen Function als einem fOr alle 
göltigen Factor, rationale ganze und homogene Functionen ^/'" Grades des 
Fundamentalsystems von Integralen Cp c.^ einer algebrnlsch integrirbaren 

A€f mnthfmatiea. I. ^^ 
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linearen homogenen Differentialgleiehung zweiter Ordnung mit rationalen 
Coefficienten. 

Da jede algebralsch integrirbare Gleichung (A) die Eigenschäft hat, 
dass zwisbhen den Elementen des Fundamentalsystems y^ y^, y, eine 
Gleichung (B) besteht, so sind durch diese Resultate auch alle die F&lle 
erschöpft, in welchen eine lineare homogene Differentialgleiehung dritter 
Ordnung mit rationalen Coefficienten nur ölgebralsche Integrale besitzt. 

Heidelberg 1882, 



SUR QUELQUES INTÉGRALES DÉFINIES 

Extrait d'une lettre adressée ä M. Ch. Hermite 

PAR 

L. BOURGUET 

ä PARIS. 

M. Heine a fait voir que 



r{a) = jp4 fe'z''^'dz 

2% sm anj 



rintégrale étant prise le long (l'une courbe qui contient rorigine et qui 
8'étend indéfiniment . vers les x négatifs, sans qu',il soit nécessaire que cette 
courbe soit fermée. • 

Dans une précédente lettre je vous ai exposé le resultat obtenu en 
intégrant le long de deux droites passant par Torigine. Ces resultats 
supposent que la partie reelle de a > 0. 

Je vais prendre a present pour contour d'intégration une parabole 
ayant pour foyer Torigine. Uéquation de la parabole est 

cos 01 + ^ sin 01 

1 + cos Q) 

d*oii 

- — sin öl + t(l + cos w) - 
dz = — TT ooi 

(1 + cos öl)' 



• 
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r 

/CORCt» 
- 14 co«« 1 
^ ;rrr • 

(1 +008 0;)"^^ 



o 



[cos (a — l}(o + i sin (a — l)wj[ — sin w + i(l + cos r«;)]e 



t tång - 



»Ung- 



({qi 



= 2tc^ 



+ fcos (a — l)(o — i sin (a — l)wl[8in (o + i(l + eos w)]e 

m 

+ sin (a — \)w] sin I tång ^ i 




1 ««' 



1 



— fsin rtw 



dto 



2 <Jos 2 j + [coH (uo + cos (« — l)w] cos I tång ^ J 



|]d(tang|) 



1 . .»» 



e ' '(l+tang'-J cos (2« — 1)^ + tång 



O 



(1 + .«•*)* * COS [(2a — 1) are tång x + jr]dx , 



par conséquent, 



e 



i 




2 sin ar 



-i 



COS ■(2a — 1) are- tång x + x]dr. 



Si nous faisons a — ^ et nous rapi)elant que /'(i) ^- V^j il vieiidra 




i ^' C08«« dx 



=1/ 



27 



D'un autre c6té on a 



-i-j^ = |/j. 



Sur qaelques intégrales définies. . 365 

On décluit de ces deux intégrales 




-i 



■■-''i^=l[VhVll 



e i ''sm 



^"•l^-liVI^VH 



ou bien 



o 




"■co.w,_i[v/|+y£] 




e 



"•»"•"'" i[ Vi- y/ä- 



De Tintégrale 



00 



on peut déduire une séric d^intégrales. L'intégration par parties donne 

« 

le"*'' coB« dx = I 6^^""^ X sinx dx 
o o 

ae ee w 

I A" i 'V sina? da; = / c"i'*C08a;d« — I e " * ** a;* cos« rf» 

o o o 

d'ou 



OD 

/ 

O 



e "" *'* «• C08« dx = O 



«B 4» 

/ e " i''* sina? dx = I 



e i coBxdx. 
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Si, d'uiic uiuiiicre générale, on pose 






\u = I e i 



-•in» = I e "" ""^ » COÉW; dx 

o 



w 



2nH = / C 



il viendra 



o 



-^2«+i =^ — -^211+2 + (2n + 1)^2» 

Ces forinules pennettront de déduire ces intégrales les unes des autres. 

Prenons, a présent, pour contour d*intégration une parabole ayant 
son sommet a Torigine, avec un petit cercle entourant cette origine, pour 
éviter ce point eritique, noiis rappelant que Tintégrale sur ce cercle est 
nuUe lorsque la partie reelle de a est positive. 

Uéquation de la parabole" est 



d'ou 



Z = .—v (C08 Q} + % 8111 iO) = — COt Q) — I cot öi; 

sm Q) 



, 2 cos w + c sin (O . 

az = r— i dio. * 

sm Q} 



Des lors 




J I sm' o; \ sin o; / 



•-1 



I [cos (a — 1)ö; + i sin (a — 1V«>][2 cos w + i sin €o\e 
I — [cos (a — \)a} — i sin (a — 1)ö;][2 cos w -— i sin (o]e^^^^ 



— i COt Of 



dw 



K 



2t \i^^ / ~cosa; \ - M - [^^» «^^ + 
^ / sin* w \ sin* o) j ( + [sin aat + 



all — [cos 0(0 + cos (O COS (a — 1)ö;1 sin (cot oi) 

cös o; sin (a — 1)ö;] cos (cot w) 



dw 



ir 



/-cot»«/ v«-> 

^-r-i — I — r-i— ^ I I sin \aw — cot o)] + cos w sin [(a — l)«i — cot to] } d<» 
Bin* €0 \ sin'ai / 
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r 



—T-i — I — :— ; I 3 sill \n(o — cot w- + siii [(a — 2){0 — cot lo] I dw 

sin* OJ \ sin' re; / 



i" 




— cot^ m 1 

i I ( — cot (of"^ { 3 sin [ato — cot w] + sin [{a — 2>w — cot ri;] j -r-i — 



It 

är 




^"'(l + »•)*«""*{3siii[a; + aarccot(—aj)]+sin[« + (a — 2)arccot(— «)]}(!« 



Donc 



2 sin a;r f 



/(«) = öJr- / e"'* *'"'(! + «•/ • 



O 



• { 3 sin [a; + a are cot (— «)] + sin [« + (a — 2) are cot (-r «)] } dar. 



SUR UNE RELATION DONNÉE PAR M. CAYLEY. DANS 
LA THÉORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 

Extrait d'une lettre adressée å M. Mittag-Leffler 

PAR 

CH. HERMITE. 



Le n*" d'Octobre 1882, du Bulletin des Sciences Mathématiques de 
M. Darboux, contient a la page 215, une équation intéressante pour la 
théorie des fonctions elliptiques, qui a été découvorte par M. Cayley, et 
donnée par rillustre géotnétre sous la formc» suivante. Supposons les 
quatre quantités w, r, r, •<?, assujetties a la condition 

u + v + r + s = O, 

on au ra: 

— Ä*'* sn i/sn ?' sn r sn s 

+ en n en v en r en ä 

1 k'* 

— j-z dn w dn v dn r dn ä = — --- 
/; k 

Gette équation remarquable se déinontre facilenient au moyon des for- 
mules dont je faist . ufuige deptiis longtemps dans mea lejons de la Sorbonne, 
et qui donnent la déoom position en elements simples, des trois qnantités: 

sn z sn (j; + a), en « en (j; + a), <biixdn{x + a). 

Soit 



Z(r.) = 



(K*) ' 
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la preiuicre de ces fonnules, n'est autre que la relation fondamentale de 
Jacobi, a savoir: 

8n*8n(« + a) = ——-[Z{x) - Z{x + a) + Z{a)]; 

nous avons ensuite 

cii X cii (x + a) = cu a — j-^ [iJ(^) — Z{x + a) + Z{a)] 

fe Sn €L • 

dn X dn (^ + a) = dii a — ^^ [Z{x) ~ Z{x + a) + Z{a)]. 

sn a 

Cela étant, si Ton fait u = x et r + 5 = rt, de sorte qu'on ait v = — x — a, 
la relation a établir devient 

ife'* sn » sn (« + a) sn r sn ^ 
+ en « en (^ + a) en r en « 



1 A" 

T^ dn « dn (a? + a) dn r dn « = — p- 



En eiuployant niaiiitenant les forniules que je viens de rappeler, et posant 
pour abréger: 

^' == k^ [^^*^ ~ ^^^ + *^ ~ ^^""^^ 
on trouve 

(/fe'* sn r sn « + en r en 8 (en a — U dna) 



, , /dna .^ \ k'' 

— dn r dn « I — p o en a I = — rry 



ou bien: 

(fe'* sn r sn « — en r cii « du a + dn r dn « en a) U 

1 fe'* 

+ en r en « en a — r;^ dn r dn « dn a = — j-f 

Il öuflit doiie de faire voir que Ton a: 

fe" sn r sn « — ca r en 5 dn a + dn r dn 5 en a = O 

1 fe" 

en r en 9 en a — 7^5 dn r dn u dn a = — ^r 

Aeta mathematiia, I. 47 
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sous la condition r -{- s ^^ a. Soit r = — .r, et par coiiséquent s — a + j^, 
les relations que nous obtcnons ainsi, a savoir 

k'* sn X8n{x + a) + en xcu{x + a) — dnxån{x + a) dii a = O 

1 k'* 

en xcu{x + a) en a — ri du x ån (.c + a) dn a = — ^r 

revieiinent exaclement a cellcs qui résultent des forinulcs de décompo- 
sition en elements simples que nous venons d^appliquer, en éliminant la 
quantité désignée par U. On trouve ainsi en effet: 

en xcn(x + a) = en a — sn « sn (x + a) dn a 

dn « dn (« + a) = dn a — fe' sn iC sn (« + a) en a; 

or en multipliant la premiére de ees égalités par dn a, la seeonde par 
ena, on en eonelut, en retrancliant membre a membre, la premiére des 
deux équations ä établir. La suivante s'obtient par un calcul semblable, 
qui revient ä Télimination de la quantité sn xsn{x -{- a). 



ZUR THEORIE DER DISCRIMINANTEN 



VON 

EUGEN NETTO 

in BERLIN. 



Die nachstehende Arbeit knOpft an Imtersuchungen an, welche ich 
frtlher unter gleichem Titel im jjJournal fttr reine und angeAvandte Mathe- 
matik» B. XC, 164 — 186 veröflFentlicht habe. Der Cirund, welcher mich 
bewog, auf diese Untersuchungeii zurtickzukommen, ist in einigcn Be- 
merkungen, vorztlglich aber in den neuen, grundlegenden Ansehauungen 
zu suchen, die sich in der bedeutenden Abhandlung des Herrn Kronecker: 
))Grundz(lge einer arithmetischen Theorie der algebraischen Grössen» finden. 
Zu jenen Bemerkungen zahle ich die (S. 22) gemachte Angabe einer 
Gleichung, fftr die es Wurzelgattungen ohne Gattungsdiscriminanten giebt; 
sie rief die Untersucliungen in § 5 und § 6 der nachfolgenden Arbeit 
hervor; — ferner den Satz auf S. 42 (§ 13) ftber Functionen einer Gat- 
tung, deren conjugirte sämmtlich von einander verschieden sind; sie ver- 
anlasste die Ableitungen in § 2. 

Besonders aber waren es die iin zweiten Teile der KRONECKER^schen 
Abhandlung auseinandergesetzten Principien ttber Divisorensysteme, welche 
mich bewogen, den einfachen Fall der Discriminanten algebraischer Glei- 
chungen in dem neuen, ttberraschenden Lichte dieser tiefliegenden und 
doch ihrein Wesen nach so einfachen Grundanschauungen von neuem zu 
behandeln. Die algebraische und die substitutionentheoretische Methode 
der Untersuchung weisen sich hierbei, als in wichtigen Punkten einander 
ergftnzend aus, so dass es nicht angethan schien, die eine zu Gunsten der 
anderen zu uoterdrtlcken. 
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§ 1- 

Es ist filr unsero Untersuchungen ein Punkt von besonderer Wichtig- 
keit, dass auf die Natur der Discriminante 

D,' = (fl — f^,)'(f » — fa)' • • • • (fp-\ — (fpY 

einer gegebenen yo-wertigen Function ifipr^j r^, . . . ,.t^ der w von einander 

unabhangigen Grössen r^, .r.^, i\ nur solche algebraischon Beziehun- 

gen von wesentlichem Einfliiss sind, welche in der Gleichsetzung /^weier 
öder mehrerer der Eleniente x bestehen. 

Um den Kern dieser Verhältnisse klarzulegen, mttssen Avir einige 
elementare und fundamentale Theorenie vorausschicken, deren Bedeutung 
darin liegt, dass zwischen vorher willkttrlichen Grössen bestimmte alge- 
braische Relationen eingeffthrt werden; dass also sogenannte »allgemeineD 
Satze bei tatsäehlich gegebenen Verhaltnissen Anwendung finden sollen. 

Wir verstehen unter a^, a^, a.^, . . . . a„ Avillkftrliche Constanten, unter 
iCp x^j , . . . x^ vorlRufig unbestimmte Grössen und betrachten die lineare 
Verbindung der x 

(1) S^i = «o + ^^i^i + «t*t + — + ««^«* 

Bei allén niöglichen Vertauschungen der x untereiiiander erhalt ^»^ eine 
Reihe von Wcrten, die ihre Formen nach von einander verschieden sind. 
Die Operationen der Vertauschungen bezeichnen wir als Substitutionen; 
es giebt deren wl, falls man diejenige Substitution mitzahlt, welche keins 
der X von seiner Stelle rtickt. Es rtiögen s^, 5^, . . . . 5„, diese, Substitu- 
tionen sein, und s^ soll die letzt erwähnte identische Substitution bedeuten. 
Wir verstehen ferner unter ^« denjenigen Wert von ^j, der durch die 
Anwendung von s^ aus <p^ hervorgeht. (Setzen wir etwa 

/i = Ä + Ä*i + ^^f^t + ••••+ /?»««. 

8o sei auch hier /a ^^r Wert von ;f welcher durch .% aus /i hervor- 
gerufen Avird.) Der Index des Ausdruckes wird also durch die Substi- 
tution bestimmt. 

Falls man fUr die x besondere Werte einsetzt, brauchen die ni Aus- 
drttcke ^^ ihren Werten nach iiicht sainintlich von einander verschieden 
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zu sein. Sind einige der .r untereinander gleich, so ist eine derartige 
Verschiedenheit iiicht einmal mehr möglich. Uber die hierbei eintreten- 
den Umstäiide war bisher, meines Wissens, mir der folgeiide Satz be- 
känn t: Es kmnen beliehige Beziéhungen cUgebraischer Ärt zwisc1ienx{, x^, ....x^ 
bestehen; so hald durch diesélhen niir nicht die Gleichheit einiger der Eleniente 
X festgesetzt tvird, ist es stets möglich j beliebig viele Systenie a^ , a^ . . . . a„ 

der Constanten a zu lie fem, fur wdche alle n\ Ausdriicke <p^, (p^^ ^„, 

ihren numerischen Werten nach von einander verschieden sind.(^) 

Diesen Satz woUen wir erwcitern und die neue Fassung beweisen. 
Die Erweiterung bezieht sich auf Folgendes: Wenn fur Gleichsetzungen 
der X gewisse Gruppen von Werten der ^f bei jeder Wahl der a einander 
gleich werden, dann känn der hierdurch bestiininte Charakter dadurch 
nicht geftndert werden, dass man neue Beziehungen unter den ir, , . . . . ir„ 
festlegt, welehe keine neuen Gleichsetzungen der x zur Folge haben. 

Wir setzen voraus, es wäre etwa ^ 



n\ 



Dann Averden ersichtliqh von den n\ Ausdrttcken d\j. . . . (p„, genan — = ^ 

Gruppen von je /ilvl Ausdrttcken je einen und denselben W-ert annehmen, 
so dass fttr ^' höchstens <7 verschiedene Werte bestehen können. Eineni 
beliebigen (/^^ werden namlich alle diejenigen ^» gleich, welch^ aus ihm 
durch Substitutionen hervorgehen, in denen nur x„^y x„ y x^ und ebenso 

^b^j '^b„9"'"^b^ unter sich vertauscht werden. Wir AVoUen diese Substi- 
tutionen, deren Anzahl /i!v! ist, zuiri Unterschiede von den tibrigen mit 

<,, f^j /g, bezeichnen; wir behalten aus jeder der ö- Gruppen einen 

Reprilsentanten zurttck, <p\j ^'»'.^ . . . . ^'^. Jetzt nehnien wir weiter an, es 
träten neue Beziehungen unter den x auf, Avelche durch die irreductiblen 
Gleichungen 

(B) F,(x^ , »«) = O, , Fjt{x^ , . . . . -c^) = O 

dargestellt werden, und ttber deren Natur lediglich das Eine festgesetzt 
sei, dass durch sie keine weiteren Gleichsetzungen unter den x hervor- 
gerufen werden. Dann lassen sich, wie die L\ auch sonst beschaffeh sind. 



(*) Vgl. mciae »Substitutionentheorie» § 32. 
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unencllich viele Systeme der ot^^, a,,....a^ derart bestimmen, dass nach 
wie vor ^'»'^ ^Z^, . . . . ^'»'^ von einander verschieden bleiben, dass es dem- 
nach a numerisch von einander verschiedene Werte des ip giebt. 
Um den Beweis zn ftthren, setzen wir 

^'k — <}'\ = a^{^k, — -n,) + fi^i^k^ — n^ + + «!. (•-?*„ —^O- 

Hier werden ji der Xj. und ebensoviele der x^ gleich .r^^; v der x^ und 
ebensoviele der x^ gleich x^,^. Unseren Festsetzungen gemÄss können die 
Coefficienten der a nicht säramtlich verschAvinden; denn dies trJlte nur 
dann ein, wenn (f^\ aus <p'i, diirch eine Substitution t ableitbar ware, was 
ja aber ausgeschlossen ist. Wir betrachten das ilber alle Combinationen 
von je zwei ip' ansgedehnte Product 

n{4'k — (!n) = n[a^{xt^ — «a,) + «Jjc^, — a?A,) H + an{xk^ — ^aJ]. 

Unsere Behauptung känn jetzt die Form annehmen: das aufgestellte Pro- 
duct verschwindet nicht fftr alle Wertsysteme der ot. Wir sortiren die 
Factoren des Products der rechten Seite; zuerst betrachten wir die, bei 
denen der Coeflicient von ot, nicht Null ist; dann die, bei denen er NuU 
ist, Avahrend der von a^ i^icht verschwindet; dann die, bei denen die 
beiden ersten Coefficienten Null sind, der dritte jedoch nicht; u. s. f. 
Bei der érsten Klasse können wir es durch passende Wahl von a,, ohne 
Beschrllnkung von a^? 0^3? • • • • dahin bringen, dass die zugehörigen Fac- 
toren nicht Null Averden. Dazu ist nur nötig, dass a^ keinen der Werte 

3tk, — XX, 

erhält, deren Zahl endlich ist und deren Wert wcgen des nicht ver- 
schAvindenden Nenners angebbar sein Avird. Bei der zweiten Klasse können 
Avir dasselbe durch passende Wahl von a^ ohne Beschränkung von ag, a^.... 
erlangen u. s. f. Wahlt man demgemäss a„ in den Factoren der letzten 
Klasse (fttr AAclche die Coefficienten von a,, a^y---*!.-! verschAvinden) 
ganz beliebig, bestimmt a^^^ durch das NichtverschAvinden der Factoren 

der vorletzten Klasse u. s. f., dann erhält man Systeme von a,,a2, a„, 

fttr die kein <{}',. einen ^Z> gleich Avird. Eine Einwirkung der Fp f\^ . . . . F^ 
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ist also ttbcrhaupt nicht zu bemerkeii. Hieraus folgt: A af (lie GleichhcH 
der verschiedenen Werte von linearen Ausdriicken der Farm 

liahen nur diejenigen Beziehungen unter den x bestimmendeHy d. h. von der 
Wahl der a unabhängig bestehenden Einfluss, welche in der Gleichsetzung 
einzehier x selbd begrundet sind. 



§ 2. 

Wir fcietzen zunächst fftr den ersten Teil diescs Para^-rafcn dic x 
wieder als vöUig unbestiinintc Grössen voraus. 

Eiuer jeden unter den u^j, x,^y....x^ möglichen Fafictionengattung{^) 
entspricht eine cliarakteristische Substitutianengrup2)ey welche »die Peruiuta- 
tionen der GattungD enthalt. Dies helsst: die Gruppe G der Gattung & 
umfasst alle und auch nur diejenigen Substitutionen, welche die Form 

der sämmtlichen zur Gattung & gehörigen Functionen g, y\ y", nicht 

verändern. Wenn diese Substitutionen 

sind, 80 deuten wir die Gruppe G wohl auch kurz durch 

an. Die Zahl r, die Ordnung der Gruppe, zeigt demnach, fftr wie viele Sub- 
stitutionen die Functionen y, y\ y", .... der Gattung ® ungeändert bleiben; 

hieraus folgt, dass diese Functionen je — = /> verschiedene Werte besitzen. 

T 

Die zu y^*^ gehörigen mogen y^^^, yf/\ . . . .y^^^ sein, derart, dass wir y^"^^ 
auch = i/C^ setzen ; alle diese Werte heissen die y>conjugirten Wertei> von y^"^^ ; 

sie bestiminen Dconjugirte Gattungepiy> ®j, ©j, ®^, wo wir auch & gleich 

@j annehraen; zu ihnen gehören wonjugirte Grappeni> G^y G^, öp, wo 

endlich auch G rait (t, identisch sein solL Die /> conjugirten Werte 



(*) t)ber dic hier benutzte Tcrnjinologie, welche sich der von Herrn Kkonegkkb 
gebrauchten genau anschlieKst vgl. L. Kroneckek: GrundzUge einer arithmetischen Theorie 
der algcbraischcD Grösäen; S. 6 ff. 
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einer Function y sind die Wurzeln eincr Gleichung /?'"* Gradcs, doren 
Coefficienteii dem aus den elementaren symmetrisclien Functionen 

gebildeten Rationalitätsbereiclie angehören. 

Da conjugirte Werte aus einander durcli Anwcndung gewisser Sub- 
stitutionen hervorgehen, so besitzen sie sännntlich denselben Typus. Wir 
woUen eine der Substitutionen, welche y^ in y^ umwandelt mit ty,, bezeich- 
nen; dann erhält man sämmtliche Substitutionen derselben Eigenschaft 

durch Si,at (A = 1, 2, r) öder kurz durch G^ . ö-^.. Ist y**^ eine andere 

Function derselben Gattung, so bezeichnen wlr mit i/^^ denjcnigen ihrer 
conjugirten Werte, wcleher aus ^i"^ durch G^ . (t^ abgeleitet werden känn. 

Sämmtliche n\ Substitutionen lassen sich in die folgende Tabelle ein- 
ordnen 

«i = 1, «,, — «r; ®i 

8 a^, 8^a^, 8ra^\ @, 

(C) 



«löp, «,öp, «röp; (S; 



bei welcher die /*' Zeile alle diejenigen und nur die Substitutionen enthält, 
welche y^^^ in y^^^ unnvandeln. 

Wir gehen naeh der Recapitulation dieser bekannten Begriffe und 
Bezeichnungen dazu ttber, Functionen //'^ mit HtUfe der im ersten Para- 
grafen aufgestellten ([> zu bilden. 

Wenden wir G^ auf (f\ an, so entstehen dadurch r Ausdrttcke • 

^M ^«. ^3^ ^ "pr. 

welche ihrer Form nach von einander verschieden sind. Jede symme- 
trische Function derselben bleibt fttr G^ ungeändert imd gehört also zur 
Gattung @j öder zu einer unter ©^ enthaltenen Gattung. Richtet man 
jedoch die symmetrische Function so ein, dass sie nur dann ungeÄndert 
bleibt, wenn die <p mit einander vertauscht werden, dann gehört sie wirk- 
lich zur Gattung ©^ . Bei 

(2) y = V^l + ^2 + ^8 + + ^r 
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känn der erstere Fall fftr e ^ 1 (»intreten; denn hier bleibt möglicherwoise 
j^j auch ungeändert för Substitutionen, welche nicht zu G^ gehören. Fftr 
ein unbestimmtes e geht dies aber nicht mehr an. 

Aus der Tabelle (C) erkennt man, dass alle w! Ausdrucke von (p in 

die p conjugirten yj, y^, ;/^ als Summanden eingehen; jcder Wert von ^» 

kommt Hberhaupt nnr einrnal vor; es ist also schon durch das Auftreten 
eines ([i^ das zugehörige ?/« unzweideutig bestiinint: os ist dasjenige, in 
dessen Zeile der Tabelle (C) die Substitution s., auftritt, welche (l\ in (p,, 
umandert. Dieselbe Substitution s,, fnhrt domnach auch ?/, in y« ttber. 
Allgemeiner: enthålt //^ den Summandm ^»J, j/^ den Summanden i[^\ und 
geht if^t '^ <f^k dwrch die Suhstitntion t tiher, so géhi atJtcli y^ in y^ durch 
dieselbe Substitution uber. 

Wir haben bisher in diesem Paragrafen die x als unbestimmte Grössen 
angenommen; von jetzt ab wollen wir die Voraussetzungen (A) und (B) 
des ersten Paragrafen gelten lassen. Wir wahlen die a derart, dass 



SA (f/ .... //f' 



[" = /Ä) 



von einander verschieden sind. Dann erkennt man ohne jede Schwierig- 
keit, dass die Willktir, die bei der Wahl von a^ herrscht, dazu benutzt 
werden känn, auch die Moduln der (p' von einander verschieden zu 
machen. Hierbei sei 

mod. il\ > mod. ([\ >••••> mod. yA'^. 

Endlich känn man den ganzzahligen, sonst aber beliebigen Exponenten e 
so gross annehmen, dass man erhält 



der Kttrze halber sind die ip' statt ihrer Moduln hingeschrieben. Aus 
unseren Festsetzungen ergiebt sich, dass eine Gleichung 

(3) wiy'''* + wi2v'''2 H h m^''a = /iiv'''i + ^'''2 H h 1^4'*'^ («», !^=p) 

Åfta mnthematim. I. 48 
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nur dann bestehen kanii, wenii alle ent«;precheTiden m, /i einaiuler gleich 
sind. 

Untor den jetzt gellonderi Annahmen (A), (B) geht die oben gebil- 
dete Function Vi ^^^^ ihrer allgeineinen (Sestalt 

(2') . y. - <r'i + </%+■■■■ + V''v 

in die besondere Form 

ttber, da gewisse Werte ^,^, ^',^, .... gleich ^»'.^ u. s. w. werden können. 
Sollte nun durch (A), (B) eine Gleichheit zweier eonjugirter Werte her- 
vorgerufen werden, etwa 

Vi = yi , 

so folgt wegen (3) dass .?/,, y^ dioselben Surnmanden i/f'l enthalten. Dies 
erlaubt den Rttckschluss, cj^iss vor dem (jelten von (A), (B) beide con- 
jugirte Werte y^, y^. nur Surnmanden derjenigen Gruppe enthielten, als 
deren Repräsontanten Avir ^'''^ zurfickbc^halten haben. Zwei derartige Sum- 
manden können durch Substitutionen / in . einander verwandelt werden, 

in denen nur die r^^ ;r„^, . . . . jy^ und die .i\, ^v.,> -^6 »ich untorein- 

ander umstellen. Nach unseren obigen Ausfohrungen leitet dann t den 
ganzen Summandencomplex der Function y, in den von y^ ftber. 

Dass umgekehrt alle diejenigen Functionen, welche durch Substitu- 
tionen / aus einander hervorgehen, durch (A), (B) einander gleich werden, 
ist selbstverständlich ; es geht aber aus unserer Beweisftthrung auch her- 
vor, dass dieser a priori ersichtliche Fall auch der einzige ist, in wel- 
chem conjugirte Werte i/f^^j yi"^ einer jeden Function ^"^ der Gattiing ein- 
änder gleich Averden; und es ist von Wichtigkeit zu bemerken, dass nur 
die Bedingungen (A) nicht aber die Festsetzungen (B) einen Einfluss dabei 
haben. 

Herr Kuoneckek hat gezeigt,(^) })dass sich fur irgend tcelche gegebet^en 
Werte \^, fa^ • • • • > f» ^^^ (^) — vorausgesetzt nur, dass nicht zwei der x 
einander gleich werden — stets unendlich viele specielle Functionen jeder 
Gattung ® hestimmen lassen, deren sdmmtliche conjugirte unter einander im- 



C) (jrruDdzUgc einer arithmetischen Theorie u. s. w., S. 42. 
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schieden sind.}) Diesem Satze können wir jetzt folgende Erweiterung zur 
Seite stellen: Äuf die Gleichheit conjugirter Werte dier Functionen einer 
Gattung haben nwr diejenigen Beziehungen unter den x einen hestwiffienden 
EinflusSy welche in der Gleicliselzung einzelner x besteJien. 

m 

Beachtenswert ist ferner noch der Umstand, dass wir Functionen y 
construirt haben, bei denen aus y< = y^ auf die Existenz der Substitution 
t geschlossen werden känn, welche y< in y^ verwandelt. Denn weil die 
Substitution von der Wahl der Function y unabhangig ist, so folgt, dass 
f(\r jedes beliebige y^*^ stets y^^"^ = y^j^^ scin wird. Das Gleichwerden con- 
jugirter Werte findet also seinen genauen Ausdruck in Gruppeneigen- 
schaften. Soniit ist auch ersichtlich: Verschwitidet die IJiscriminante IK 
jeder bdiehigen Function y der Gattung ® fiir gewisse Beziehungen (^), {B) 
unter deti x, so ist dieses Verscliwinden nicbt nur fur J>y, sondern auch fur 
gewisse Differenzen yt — yt invariant. 



■ 

Der zuletzt aufgestellte Satz erlaubt uns, statt des Verschwindens der 
Discriminante selbst, dasjenige der Differenzen y^ — y^ zu untersuchen. 

Herr Kkoneckeh hat ftir Functionen mit inehreren Veränderlichen 
cine Erweiterung des Begrififes der Division gegeben.(^) Verschwindct cine 
ganze Function g(x^j x^y....x^) der Veränderlichen x^y x^, . . . . j^« sobald 
gewisse Beziehungen platzgreifen, welche durch die Gleichungen 

dargestellt werden, dann ist g als ganze linearc Function von F^,. . . . ,F^' 
darstellbar, mit Coefficienten, welche rationale ganze Function von .r^, 
x,y....yX, sind: 

Wir schreiben dies den Einftlhrungen des Herm Kuoneckek entsprechend 
(1') (/(«;.,....«?,) = O, (modd.J'., *;,-••. n) 

nennen F^j F^y....yF^ ein i>Modul- öder Divisoren- Systern k^**" Stufe» von 
gy uud sägen, dass g dieses Divisorensystem entKalt. 

{') a. a. O. S. 72 ff. 
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Hiernach können wir die Resultate unserer bisherigeii Uiitersuchun- 
gen folgender mässen aussprechen: 

1) Jedes Modulsystem de^* Discriminantm D^ der GcUtmig @ ist ffleich- 
zeUig Modulsystem einer besthnmtefi und durch die Gruppe G der Gattung 
hestmmbaren Uifferenz y, — ?/*, unabMngig von der Wahl vo^i y. 

2) Alle Modulsysteme der Discriminanteii D^ bez, der Differefizen 
y^ — yi, bestehefi aus Fundionefi der Form 

3) Die Modulsysteme van y^ — y^ werdeu sämmtUch durch diejemgen 
Suhstitutioneii hestimmt, ivelcJie y< in y^. umwanddn. Hierzu ist es nur nötig, 
dass alle diejenigen Elemente x^ welche je einen Cyklus einer solchen 
Substitution bilden, einander gleich gesetzt werden. 

Es fragt sich nun umgekehrt, ob aus jeder Substitution, welche y< 
in y^ umwandelt, ein Modulsystem gebildet werden känn. Dies ist nacli 
dem, am Schlusse des vorigen Paragrafen Besprochenen zwar an und för 
sich klar; jedoch mössen einige hierbei auftretende Punkte noch weiter 
untersucht werden. Dieselben beziehen sich auf die Zusammensetzung 
von Modulsystemen. Wir wollen zunftchst an einem einfachen Beispiele 
die Frage klarstellen. 

Es sei in dem Berei(»he der vicr Variablen x^y .r^, .Tg, x^ eine Func- 
tionengattung @ durch 

^i = [1, i:^i^t^z\ K«s«^i)) 

bestimmt. Eine der zur Gattung gehörigen Functionen ist 

Ifl = XiiC'2 -f- *2.C3 -f- X^X\» 

Der conjugirtc Wcrt 

von y^ ist durch die Substitutionen 

aus dem erstercn Werte ent^tanden. Wir erhalten demnach drei in y^ — y^ 
enthaltene Divisorensysteme, bemerken aber zugleich, dass verschiedene 
Substitutionen gleiche Modulsysteme hervorrufen können, sowie dass einige 
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Modulsystciiic erffiUt sein können, falls bereits andere ciiifachere bcfriedigt 
siiid. Die hier auftrctenden sind 

1) a?j x^ ; Ii) x^ x^] x^^ x^ ; x^ x^\ 

Dass jedes derselben wirklich in 

enthalten ist, leuchtet ein; dasti ferner eiii aus I), II) componirtes Sy- 
stem (*) nioht vorkommt, ist gleichfalls daraus ersichtlich, dass der zweite 
Factor ftberhaupt fftr keine Gleichsetzungen der x mehr zu NuU wird. 

Wir werden daher, um die Divisoren von y^ — i/i zu erinitteln, aus 
den iiubstitutionen des Complexes 0^8,^ nur diejenigen zur Bildung von 
Modulsystemen verwenden, bei denen die Elemente der einzelnen Cykel 
uicht gänzlich in den Elementen der einzelnen Cykel anderer Substitu- 
tionen auftreten. (Die frtther von mir benutzte Benennung des »Enthal- 
tenseins», durch welehe ich diese Beziehung von Substitutionen zu einander 
andeutete, gebe ich auf, da sie jnit der bei Modulsystemen gebräuch- 
lichen Verwendung dieses Wortes nicht tibereinstimmt.) 

Ein zweites Ifespiel mag auf eine weitere hier auftretendc Eigentftm- 
lichkeit aufmerksam machen. Es sei, wieder in dem Bereiche von vier 
Variabeln • 

6r\ = [1, K*,^3«J, Ki^sX^l-öi)^ ('^^i'\^3^'^)\ 

dann wird 

Vi —Ut = (^1 — •«s)(«« — «*) h + «4 — *i — ^a]- 

Das Auftreten von (x^x^) und von (x^x^) in dem Complexe ö,«, 
äussert sich durch das Vorhandensein der beiden Factoren (rr^ — x^) und 



C) Vgl. Kronkokbr, a. a. O. S. 77 if. — sowie avoh die weiteren AvsHlhraiigett 
dieses ParagrafcD. 
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(Xj — xj; dasjeiiige von ('V^a)!'^;»'^)? (•''r'4)(''2''a) d^rcli das Verschwiiideii 
des letzteii Factors 

fftr die beiden Gleichungssysteme 

I) x^ — ic, = O, .r^ — jr^ =: o ; II) äTj — <r^ = O, r, — x^ = O, 

welche den Modulsystemen 

I) «, — ^, , x.^— x^ ; II) x^—x^, x^— x^ 

entsprechen. Dass ^'» aber auch das aus I'), II') coniponirte Modulsystem 
in sich schliesst, ist nicht unmittelbar ersichtlich noch auch richtig. 

Wir beschäftigen uns zunächst mit der Klärung dieser Verhältnisse; 
dazu mftssen wir, wie dies ja bei dem vorliegenden Thema natQrlich ist, 
auf die grundlegenden Untersuchungen des Herrn Kroneckeh unser 
Augenmerk ricliten. Wir entnehmen denselben folgende begrifflichen Fest- 
setjsungen : ( ^) 

I. Es ist ffir zwei Functionen M, M von n Veranderlichen x^^x^y....yX^ 

M=M (modd. M, , M,, 3f,, • • • ), 

wenn die Differenz M — M' das Modulsystem (iV/j, ilf^, Jlf^, . . . .) enthält. 

IL Ein Modulsystem {M^, M^, ) enthält ein anderes (3f ^ M\,....) 

wenn jedes Element des ersteren das Modulsystem {M\y M^, ) enthält. 

Wenn jedes der beiden Modulsysteme das andere enthält, so sind sie 
einander aequivalent und dies wird durch: (M^, M^, — )^{M\, M\,....) 
bezeichnet. 

III. Ein Modulsystem {M^, M^, ), dessen einzelnen Elemente 

durch die vcrschiedenen Producte von je zwei Elementen Mf,M\ zweier 

Modulsysteme {M\^ M\, ), {M'\, M'\j.,.) gebildet werden, heisst aw5 

diesen beiden Systemen zusamniengesetzt öder componirty und diese beiden 
Systeme sollen, wegen^der Analogie der Composition mit der Multiplication, 
auch als Factoren bezeichnet werden. 



C) a. a. O. S. 77—78; 84; 85. Hier findet man die unter Nr. I bis IX ge- 
gebenen SMtze; X ist auf S. 85 VII, sowie auf persönliche Mitteilungen seitcns des Herrn 
Kbonecker gegrUndet. 
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Der Ausdruck »Compositionj) soll ohne Weiteres auf aequivalente 
Systeme ttbertragen und demnach auch jedes, dem System {M\M"t) aequi- 
valente System als aus den beiden Systemen (M'), (itf") componirt bo- 
zeichnet werden, so dass die Eleniente des componirten Systems als biii- 
neare Fimctionen der beiderseitigen Elemente M', Jlf" mit gair/en, dem 
Bereiche angehörigen Coefficienten zii charakterisiren sind. 

IV. Ein Modulsystem heisst irreductibél , wenn es nicht aus zwei 
anderen zusammengesetzt ist, deren jedes ein Modulsystem im eigentlichon 
Sinne des Wortes ist. 

V. Eine algebraische Form soll als eine andere Form »enthaltend» 
bezeichnet werden, wenn das Coefficientensystem der letzteren in dem der 
ersteren (nach der in II enthaltenen Bestimmung) enthalten ist. 

VI. Ist die Form F in J''^, aber auch umgekehrt F^ in F enthalten, 
so sind die beiden Formen einander y>absolut aequivalenh (Vgl. II). 

VII. Eine Form, welehe durch wirkliche Multiplication \px\ zwei 
anderen Formen entsteht, und jede einem solchen Product aequivalente 
Form soll eine aus den beiden ersten zusammengesetzte öder componhie 
Form genannt werden. 

VIII. Eine eu/entlkh immHlve Form ist dadurch eharakterisirt, dass 
ihre Coefficienten keinen Divisor irgend einér Stufe mit einander gemeih* 
ha])en. Jede eigentlich primitive Form ist absolut aequivalerit Eins. 

IX. Eine Form wird als y>nicM zerlegbardj y>irreductiheli> öder als 
j)Primformy> bezeichnet, wenn sie keinem Producte von zwei nicht primi- 
tiven Formen des festgesetzten Bereiches aequivalent ist. 

X. Die Aequivalenz wie die Primitivitat lässt Abstuf ungen zu: Eine 
Form ist iineigentUch primitiv zur ^''" Stufej wenn ihre Coefficienten keine 
Divisoren von A:"' öder niedrigerer Stufe gemeinsam haben. Zwei Formen 
sind uneigefitUch aequivalent zur ä-"" Sitife, wenn sie in allen Divisoren von 
dér ersten bis zur A-''" Stufe tlbereinstimmen. 

Auf diese letzte Definition können wir uns stQtzen, um die Modul- 
systeme in einer unserer Diflferenzen y^ — ?^, wenigstens so weit es fttr 
unsere Zwecke erforderlich ist, zu componiren. Wir benutzen dazu den 
Begriff der uneigentlichen Aequivalenz der A"" Stufe; dann dQrfen wir 
einer Form als Factor eine Form, die uneigentlich primitiv von höherer als 
der A'^" Stufe ist, hinzufQgen, weil dadurch der Charakter der Divisoren- 
Systeme, soweit diese in Frage kommen, nicht geändert wird. 
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Beschränkt man sich bei unserem zweiten BeiRpiele, bei welchem die 
Notwendigkeit einer allgemQineren Auffiassung handgreiflich wiirde, anf 
Aequivalenzen, welche dio zweite Stufe nicht ftberschreiten, ro sind för 
die unbestimmten Grösgen w,, m^, u^j u^ die Formen 

einander aequivalent. Das letztere Product ist als homogeno, lineare 
Function der vier Produete 

(«, — x^){x^ — «J, {x^ — «,){^, — ir^), {x^ — x^){y^ — x^\ (a-, — x^^.^ — ^d 

darstellbar, so dass hier möglich ist, zu schreiben, was bei absoluter 
Aequivalenz nicht anging 

^' = O modd. [(^, — x^, ^ — ^4) • (•*•, — ^4 » •*'« — «s)l- 

Dioses Vorgehen Iftsst sich verallgemeinern. 

Die Form F möge zwei Divisoren-Systeme bositzen, von denen keins 
von höherer als der f" Stnfo soin mag, imd auch keins in dem andern 

enthalten sein soU: (Fj, F^, F^), (Fj,- F\,..,. F^. Durch diese Vor- 

aussetzungen winV bewirkt, dass Ä- < w, und dass zweitens 

von höherer Stufe ist, als jedes der beiden ersteren Syst^me. Ans un- 
seren Annahmen folgen die Gleichungeu 

(2) *^ = J»; . P, + **.• P, + •••• + P* • Pk 

(3) F = p-, . p; + F, . F, + ■ • • • + l\ • F,. 

Fftgt inan der Function F den Factor 

(4) = «,F, + w.F, + ....+ M^F^ + m',F, + m',F, + ■ ■ • • 4- w/^F-i. 

hinzu, so Rndert dieser, da er primitiv von k*''' Stufe ist, die jetzt allein 
wesentlichen Divisoren-Systeme von F nicht. Nun ist 

k k 

(5) F.0^SQi,.,.F,.F„, 



A, tt 
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und daraus erhellt, dass F. ^ das aus {F^^ {F^ componirte Divisoren- 
system {F^F^ besitzt. Aus (5) folgt demnach 

(6)- .F=0 modd.[(FA).(F,)]. 

Diese Methode känn angewendet und fortgesetzt werden, so länge 
Divisorensystenie, dié von höherer als der ä:'"' Stufe sind, ftir unwesent- 
lich erklRrt werden dl\rfen; cs ist dagegen von einer weiteren Coin position 
mit Systemen, die von gleicher Stufe sind wie ^, abzusehen. 

Ftir y^ — y^ ersehen Avir die Möglichkeit der Composition aller mit 
einander nicht identischer Systeme von gleichem Typus, falls wir uns auf 
uneigentliche Primitivität der betreflPenden Stufe beschränkep. Bei iden- 
tischen Systemen ist eine Composition nicht niöglich. Sei etwa, um ein 
Beispiel hierfilr zu geben 

G, = [I, {x,x,){x,x,)] 

dann gehört zu jedem y^ — y^ das Modulsystem x^ — x^^ x^ — x^j 
x^ — x^. Wahlen wir 

so erhellt, dass y^ — y^ nur jenes Modulsystem, nicht das Quadrat des- 
selben enthält, Aveil y^ — y^ leaiglich Glieder erster Dimension umfasst. 



§ 4. 

Unsere fröheren Untersuchiingen zeigtcn, dass man sSmmtliche Diviso- 
rensysteme einer Diflferenz v/^ — y^, soweit dieselben fttr die Gattung in- 
variant und also von der Bildung besonderer Functionen y unabhängig 
sind, aus den Betrachtungen der zugehörigen Gruppe ableiten känn. Diese 
gewährt hier, wié an vielen anderen Stellen, dieselben Vorteile, welche die 
KuoNECKER^sche DFundamentalgleichung der Gattung» bietet. 

Ferner sahen wir soeben, wie und in Avie weit die Divisorensysteme 
desselben Typus von y^ — y„ eine Composition zulasscn. Da endlich eine 

Acta mathtmatica. I. ^9 
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Zusammensetzung von Divisorensysteineii verschiedener Dlfferenzen y< — i/^, 
Vt — i/m}-"^ gÄf keine Schwierigkeiten macht, so sind wir in den Stånd 
gesetzt, alle Divisorensysteine eincs bestimmten Typus, wek^he in 1)^ ein- 
gehen, zu vereinigen und dut Potenz anzugeben, in welcher das compo- 
nirte System als Modulsystem von 1)^ erscheint. 

Es treten hierbei Divisorensysteme von I)^ auf, deren Elemente ratio- 
nale ganze Functionen von fj, f5j,-...,f„ sind. Bezeichnen wir ein Diviso- 

rensystem von y, — y^ mit (Wj , v^j u\f ) und die verschiedenen Werte, 

welche dasselbe bei den Vertausehungen der 'J\, x^^ v^ untereinander 

annehmen känn, mit (w^, v^, w.^j — ), {u^j v.^, w,^, — ), — ,(«,,, t;«, «(;^, ....),...., 
so werden alle diese als Divisorensysteme von D^ auftreten und, da sie 
von eiilander verschieden sein sollen, auch ihr Product. Dies ist jedoch 
nicht so beschaffen, dass alle seine Elemente symmetrisch in den j^,, x^^y....x^ 
wftrden. Um den Schwierigkeiten zu entgehen, welche bei den hierher- 
gehörigen Fragen auftreten und deren directe Behandlung sehr eingehende 
Un tersuch ungen zu erfordern scheint, schlagen wir einen anderen Weg 
ein. Wir bilden Functionensysteme der fp f.^, ...., f^, deren Gesammtheit 
nur dann verschwindet, wenn vorgeschriebene Gleichheiten unter den 

Wurzeln Xj, .r.^, j*„ eintreten, also z. B. nur dann, wenn zwei Paare 

von Wurzeln öder dann wenn drei Wurzeln einander gleich werden. 
Wenn nun 

ein solches System ist, so liefert es das gesuchte Divisorensystem von 
Dy, welches den betreffenden Wurzelgleichheiten angehört, entweder in 
möglichster Einfachheit öder auch mehrfach. Jedenfalls ist dann, wenn 
nicht Dy selber, so eine Potenz von Dy als lineare homogene Function 
der ^ mit Coefficienten darstellbar, welche ganz und rational in den f 
sind. Bilden wir mit Beibehaltung der obigen Bezeichungen das symme- 
trische Product mit den unbestimmten Grössen A, /i, v, . . . . 

/t{Ua + ÅVa + ftWa + ) 

und entwickeln dasselbe nach A, //,...., so geben die Coefficienten eine 
Reihe von Functionen ^ mit den gewttnschten Eigenschaften, also ein 
Divisorensystem einer Potenz von D^. Schon die bedeutende Anzahl der 
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hierbei auftretenden Fiinctionen zeigt, dass das System im Allgemeinen 
stark reducirt werden känn; die Anzahl der notwendigen Furictionen wird 
höchstens gleich m+1 werden. (^) Zu bemerken ist, dass an die Stelle 
des Factors ii^ + At;,^ + fnv.^ + . . . . jeder andere gesetzt werden känn, 
dessen Verschwinden dasjenige von w«, v^j ?r«, : . . . nach sich zieht; es 

ist möglich, durch passende Wahl der Elemente von n'^ + h)\ + nw\ + 

die Anzahl der Factoren zu verringern und damit die Ausftthrung der 
Berechnung zu erleichtern. So wird es sich iin Allgemeinen einpfehlen, 
nicht die Diflferenzen Xj, — o,^ selbst, sondern ihre Quadrate ftir w„, i;^,.... 
zu benutzen. 

Ftir die Modulsysteme {xj, — x^^ welche die einzigen. Di visoren erster 
Stufe sind, ergiebt sich das bekannto Resultat, dass Dy die Discriminante 
d der Gnmdglekhung 

{X — X^)(X — X^) (« — «„) = «" fi»"""^ + U^""^ — ± fn = o 

als Facfor enthdity falls ® nicht st/mmetrisch ist. 

För die Modulsysteme zweiter Stufe giebt es zwei versehiedene Typen: 
einnml känn ein solches durch zwei Paare gleicher Wurzeln, ferner* auch 
durch ein Tripel gleicher Wurzeln hervorgerufen werden. 

Im ersten Falle wäre das Product 

(p.) n[(x,-x,y + x(x,~xS] 

im zweiton Falle das Product 

zu entwickeln. Weil nun aber in diesen Product^n je zwei Factoren 
einander entsprechen: {u^ + h)^ und {v^ + Aw«), und die Multiplication der- 
selben 

(Q,) O^aVa + A[Wa* + Va*] + A't*aV«) 

ergiebt, so känn, da hier wie bei allén Formen nur die Coefficienten von 
Wichtigkeit sind, das Glied mit A' weggelassen und der Coefficrent von A 
durch \i^ + v^ ersetzt werden; denn 

(Q,) WaV« + A [m« + V«] 

(*) Kronecker, a. a. o. S. 37. 
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giebt durch sein Verschwindeii genan dnsselbe, was (QJ ergiebt, dass 
nämlich u^ und v^ gleichsseitig Null sein mQssen. Wir erhalten somit 

(F,) 77 [{x, - x,)\x, - x,y + X {{X, - x,y + (X, - x^y]] 

(F,) n[{x, - x]y{x, -X,) y+ x [{x, - x,y + {x, - x.y]} 

Noch einfacher wird die Form dnrch dio Wahl anderer u^y i?«, z. B. 

(p\) n[{x, + X, -X,- xy + Mx, +x,-x^- x,y\ 

(F',) n[{2x, ^x,- x,y + x{2x, -X,- x;)\ 

Aus dem ersteren känn man för w = 4 das System ableiten 

^1 = K + «« — ^3 — «4)(^i + «s — «j — ^X^x + a?, — a;, — «,) 

^, = («, + a;, — rtr, — ajj(aj, + ajj — aj, — «J + (ar^ + .r, — J^, — i^)(jJ, + a-., ~ a?, — «,) + 

aus dem zweiten fQr 7^ = 3 das System 

^% = (2«i — «, — x;){^x^ — «8 — «i) + (2a;, — x^ — x^){2x,^ — '»i — «,) + 

+ (2aJ, — ajj — ajj(2a^j — ;e, — a;,); 

• 

beide können dann fQr die folgenden Bildungen bei w > 4 öder w > 3 
benutzt werden: 

(F".) n[0, + X0,] 

(F",) /7[?; + XV,], 

Auf weitere in diese Untersuchung gehörige Verhältnisse werde ich an 
einer anderen Stelle genaucr eingehen, so dass ich hier da von abbrechen 
darf. Nur einen Punkt will ich noch hervorheben. 

Bilden wir die GALOis'sche Resolventengleichung, welche auch kurz 
(entgegen der von Serret und Jordan benutzten Nomenclatur) als eine 
Ocdoissche Gleichung bezeichnet werden inag, so ist die Gruppe derselben 
gleich Eins. Die Discriniinante D^ enthält deswegen alle tiberhaupt nur 
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möglichen Divisorensysteme iind dabei oin jédes in dor höchst möglichen 
Potenz. Wählen wir för die w!-wertige Function ?/j eine der von mir(^) 
angegebenen Bildungen mit unbestimmten Exponenten 

a 3 r e 

dann zeichnen sich die Resultate durch besondere Einfachheit und Uber- 
sichtlichkeit aus. Die Differenzen if^ — y^ enthalten jo zwoi Glieder, 
deren gerneinsamo Factoren woggeworfen werden können. Somit treten 
iinter den Differenzen, welche zii Substitutionen eines bestimmten Typus 
gehören, verschiedeno einfache, eharakteristische Bildungen auf, in welche 
nur die bei den Wurzelgleichheiten (A; § 1) erscheinenden x eingehen. 
So erhalt man in den beiden von uns besprochenen Fallen der Divisoren- 
systeme zweiter Stufe 

(P,^^) . n {^T^^, - xTx:\ 

« 

man erkennt, dass durch das Verschwinden von n solchen Producten Be- 
ziehungen von der Form x^ = x^' constituirt werden, und dass demnach 
eine passend gewahlte (n + 1)" Function desselben Typus hieraus den 
Schluss Xa = x„' u. 8. w. ermöglicht. 

Die Potenz, in welcher ein Divisorensystem, falls es das darzustel- 
Jende Gebilde einfach liefert, als Factor von D^ auftritt, ist aus der Be- 
trachtung der Gruppe leicht zu bestimmen, sobald man die gesammte 
Tabelle (C) als vorliegend ansieht; dagegen wird die Feststellung der 
Anzahl schwieriger, Avenn nur die erste Zeile von (C) näralich G^ als 
bekannt gilt Ffir den einfachsten Fall, fttr den Factor J, ergiebt sich 
jedoch auch hier sofort als Exponent 

/?[Jn(u— 1) -3); 

för den Fall von drei einander , gleichen Wurzeln habe ich die Frage 
gleichfalls erledigt; (*) es lohnt sich jedoch nicht auf weitere Unter- 
suchungen derselben einzugehen. 



C) SubstiiutioDCDtheorie. § 81. 

(*) Journal f. reino u. an^ewandte Mftthematik. B. XO; S. 164, flf. 
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^ 5. 



Wären wir statt von eiiier allgeineiiien von einer specielleh Gleichung 
n''" Grades ausgegangeii, so hfttte es sich ereignen können, dass einige 
öder auch wohl alle Gattungen ganzer Functionen der Wurzeln einen 
gemeinsamen Teiler, <ler vorher bei allgemeinen Gleichungen constatirt 
wurde, nicht mehr besitzen. Diesen Fall wollen wir eingehender unter- 
suchen. Um von der allgemeinen Gleichung 

zu einer beliebigen speciellen zu kommen, ist die Ädjungiriing einer ein- 
zigen Gattung @j ihrer Wurzeln notwendig und hinreichend. Die so 
modificirte Gleichung wollen wir mit (T) bezeichnen. Genau genommen 
kommen wir dabei aber nicht zu einer einzigen, sondern zu einer ganzen 
Classe von Gleichimgen, und von einer solchen gelten die nachstehenden 
Untersuchungen. Substitutionentheoretisch hat die Adjungirung den Effect^ 
dass bei allén weiteren an (T) geknOpften Betrachtungen nur diejenigen 
Substitutionen angewendet werden dt^rfen, welche zu der Gruppe G^ von 
©^ gehören, da jede zu ®j gehörige Function y^ ungeändert bleiben muss. 
Wahlt man als zu behandelnde Gattung der Wurzeln 3:^ .r^, . . . . , x^ von 

(r) die Gattung /"j, so gehören zu dieser in dem Bereiche (©,, fj, ,y 

nur diejenigen Substitutionen der Gruppe von r\j welche gleichzeitig in ©^ 
vorkoramen. Wir können daher in dicsem Falle r\ durch @>\=P^^u®^ 
ersetzen und bewirken hierdurch, dass die Gruppe G\ von %\ eine Un- 
tergruppe von G^ wird. Der Quotient der Ordnungen von G^ und G\ 
sei /?; dann besitzt jede Function y\ der Gattung ©\ innerhalb des Be- 

roiches (©,; fj, f^, , f«) gerade p conjugirte Werte ?/'j, y\, . . . . y\, 

und der im zweiten Paragrafen aufgestellten Tabelle (C) entspricht hier 
eine Tabelle (C), welche in p Zeilen alle Substitutionen von G^ und 
zwar in der ersten derselben alle Substitutionen von G\ enthalt. 

Die Untersuchungen des ersten .Abschnittes zeigen, dass die Discri- 
minanten Dy» aller Functionen //' der Gattung ©' nur dann einen gemein- 
samen Teiler, eine ))GattungsdiscriminanteD besitzen, (^) wenn es Transposi- 

(') Von gemeinsamen Zahlenfactoren ist abgesehen. Alle Kreisteilungsgattungen be- 
sitzen durch /? teilbare Piscriminanten; diese gelten nicht als Gattangsdiscriminant«n im 
eigentlichen Sinne. 
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tionen giebt, welche in G^ aber nicht in G\ vorkoniinen, also in (C) 
ausserhalb der ersten Zeile. 

Haben wir uns deranach die Aufgabc zur I-«ösung vorgelegt: Es 
soUen alle Gättv,ngen ©^ gefunden iverden, filr ivdche es Gattungen ohne 
GcUtungsdlscriminante glebty — so lasst sich diese jetzt auch folgender- 
niassen formuliren: Es sollen alle Gruppen G^ gefunden iverden, hei denen 
gewisse Untergruppen G\ genau dieselben TransposUionen umfassen ivie G^. 

Wir teilen hier die Untersuchung, um einen ersichtlichen Fall sofort 
zu erledigen. G^ mage iiberhaupt keif^ Transpositionen umfassen. Bann 
entluilt keine Gattung der Wurzeln einer hierdurch bestimtnten Gleichung eine 
Gattungsdiscriminante. Und umgekehrt: Wenn keine Gattung der Wurzeln 
einer zu (® j ; f ^ , f ^ , . . . . , f ,) gehörigen Gleichung eine Gaitmigsdiscriminante 
besitzty dann kommen in G^ keine Transpositionen vor. Der einfachste Fall 
dieser Art ist der, in welchem @j die altemirende öder eine unter ihr 
enthaltene Gattung darstellt; dasselbe ereignet sich bei der cyklisehen, der 
nietacyklischen, der halbmetacyklischen Gattung; femer bei jeder prinii- 
tiven Gruppe, deren Ordnung <w!.ist, u. s. f. 

Zweitens betrachten wir den Fall, dass G^ Transpositionen besitzt. 
Kommen diese nicht sämmtlich in G\ vor, so treten in die Discriniinantc 
Dy' als Factor einer öder mehrere der in (0^; f^, f^, . . . .) irreductiblen 
Teiler, in welche J bei der Adjungirung irgend einer nicht symmetrischen 
Gruppe G^ zerlegt wird. Wäre nämlich J nach der Adjungirung irre- 
ductibel geblieben, so gäbe es in G^ eine Substitution, welche {x^ — x^'^ 
in {xy — x^^ umwandelt, wobei a, /9; fy d beliebige Indices der Reihe 
1, 2, . . . . , w sind; diese Substitution sei < = . . . . x^y .... Xj^r^ .... Ist 
jetzt a = {x^x^ eine von den der Voraussetzung gemaks vorhandenen 
Transpositionen von Cr^, so enthalt diese Gruppe auch <~W = (j-^^j), d. h. 
alle Transpositionen, und sie wäre sonach gegen die Annahme mit der 
symmetrischen Gruppe identisch. Potenzen solcher Factoren vop J tiber- 
uehmen hier also die RoUe der Gattmigsdiscriminante. 

Wir fragen weiter, unter welchen Bedingungen, in dem Falle dass 
6rj Transpositionen besitzt, genau dieselben auch in G\ vorkoramen, wann 
also fttr ®'j keine Gattungsdiscriminante besteht. Wir wollen bei der 
Untersuchung hieröber annehmen, dass (1') irreductibel sei; wir beschrän- 
ken uns also, nach der KuoNECKEH'schen Terminologie, auf die Adjungi- 
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rung »cigentlicher Gattungen»; nach der CAUCHY^schcn auf die »transitivcr 
Gruppeni;. 

Danii lässt sich sofort constatiren, dass (?, eine imimmitive Gruppe ist 
Denii eine primitive Gruppe, welche Transpositioiien besitzt^ wie dies bei 
6rj zutrifft, muss symmetrisch sein. (Vgl. Substitutionentheorie § 74). 

Aus diesem ersteii Resultate folgt weiter (ibid. § 222), dass (T) dos Be- 
sidtat der Eliminatlon einer Grösse .r" aus zwei algehralschen GJeiclmngen ist: 

Sollte g^{Xj X*') = O im Gebiete (.r"; fp f.^, . . . .) noch imprimitiv sein, so 
känn man diese Gleichung als Eliminationsresultat von x' aus den beiden 
Gleichungen 

g{x- x; X"; f, ,....) = O, ' g'{x'; x"; f, ,....) = O . 

auffassen. Wir wollen, um den Abschluss, der sich ja einstellen muss, 
sofort herbeizufuhren, g als primitiv ansehen. Dann erscheint (T) als 
Resultat der Elimination von x'^ x'' aus 

(3) q(:x', X'; X"; f, ,....) = O, g'{x'; ^'; f, ,...-) = O, <f{x''; f, , ) = O 

in der Form 

it A 

(4) n !!?(*: *'»'';•«"- f.' ••••) = O- 

Hierbei bedeutcn .r"j, .r"^, . . . . .r" sämmtUche Wurzeln vor» //"(^r") = 0; 

ferner x^^^ x'^^^ x' ^^ sammtliche Wurzeln von g\X'\ .r"J = 0. Endlich 

wollen wir mit x^^^ x^y x^^ die Wurzeln von g{x\ x'^) a;"J = O 

bezeichnen. 

Die zu (r) resp. (4) gehörigen Substitutionen ordnen wir nunmehr 
in eine Tabelle ein, deren erste Zeile alle diejenigen enthalten soll, durch 
welche die beiden ersten Indices nicht bertthrt werden; die einzelnen 
Cyklen sind bei iJmen von der Form {Xa/inXafit - ' - - ^afin^* Diese Substitu- 
tionen werden erlangt, wenn man die k . X einander ähnlichen Gruppen 
aufstellt, welche zu den Gleichungen 

9(x; xay, x"a; r\ ,....) = o (« = 1, 2, . . . . k; /? = 1, 2, • • • • /) 

gehören; diese seien /'n, /'j^, . . . . , Z'»^, . . . . Die erste Zeile unserer Tabelle 
enthält dann die Gruppe (/jj, /\^j .... /'^, . . . .) ^^ //. 
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Uui die zweite Zeile zu bilden multipliciren wir H mit irgend einer 
nicht der ersten Zeile enthaltenen Substitution. In Folge der Imprimi- 
tivität vertauscht diese Substitution Systeme von Wurzeln, welchc durch 
die beiden ersten Indices charakterisirt werden; dieselbe Vertauschung der 
Systeme findet dann för die ganze Zeile statt. Hieraus ist zu ersehen, 
dass nur die erste Zeile der Tabelle Transpositionen der Wurzeln x ent- 
halten känn. Die einander ähnlichen Gruppen l\^j . , . . ^ F]^ mtissen somit 
Transpositionen besitzen; sie sind primitiv, folglich sind sie auch symme- 
trisch: demnach ist g{x) = O eine dllgemeine Gleichung, 

Nach dieser Zurechtlegung der imprimitiven Gruppe G^ kehren wir 
zu den obigen Untersuchungen zurl\ck und ersehen jetzt ohne Scliwierig- 
keit das Schlussresultat. G\ muss alle Transpositionen der ersten iZeile, 
d. h. die gesammte erste Zeile selbst umfassen; enthält G\ ferner eine Sub- 
stitution irgend einer Zeile der Tabelle, so umschliesst G\ die ganze Zeile; 
G\ soll eine Untergtuppe von G^ sein und darf demnach nicht alle 
Zeilen der Tabelle enthalten. Das heisst: 

Um sämmtliche Gruppen G^ aufizustellen, welche mit gewissen Unter- 
gruppen G' alle Transpositionen gemeifisam haben, biidet man eine Beilie von 
irreductihlen Gleichungen 

(leren erste ei^ie dllgeineine Gleichung in x mit den willkurlichen Parametern 

x\ x'\ j;!;^"^ ist^ eJiminirt ans ihnen diese Parameter und biidet G^ als Gruppe 

der resultirenden Gleichung; G\ erhält man^ wenn man den Gleichungen 
g' = Q, 5^" = O, . . . . , ^"^ = O beliebige Gått ungen ihrer Wurzeln adjungirt. 
Der § 73 meiner Substitutionentheorie zeigt, wie man auf rein sub- 
stitutionentheoretischem Wege die fraglichen Gruppen construiren känn. 
Das einfachste Beispiel bietet sich bei den Gleichungen vierten Grades 
dar. Nimmt man g und g' vom zweiten Grade, so findet sich das Re- 
sultat: Jed^ durch Quadratwurzeln lösbare Gleichung vierten Grades besitzt 
eine Gattung vierwertiger Functionen der Wurzelnj fur welche keine Gattungs- 
discriminante besteht, Es ist dieser Ausspruch eine Ubersetzung des Satzes, 
dass alle Transpositionen der Gruppe 

öl = [1, («t«,), («3«4)l {«|«»)(«3«4)^ (*l*»)K«4)' (^1*4)^-»^»)^ (^i^S^t^A^ {*l«4«^i«,)] 
Acta mathftnatica. I. 50 
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auch in der Untergruppe 

auftreten. Weitere Beispiele lassen sich leicht bilden. 



§6. 

Alle die Auseinandersetzungen des vorigen Paragrafen, welche sich 
auf Transpositionen bezogen und in ihren Resultaten Eigenschaften der 
Gattungsdiscrirninanten nachwiesen, können ohne besondere Modificationen 
auf den Fall erweitert werden, dass wir Substitutionen von bestimmten 
anderen Typen betrachten. So sieht man z. B.: Enthält G^ uberhaupt keine 
Substitutionen des Typus 

50 hesitzt keine Gått ung ®\ von Wurzeln einer zur Classe (®, ; fi, fa,....,?») 
géhorigen Gleichung Divisorensysteme zweiter Stufe, u)élche den Discriminanten 
Dy'^ aller Functionen y\ der Gattung gemeinsam wären. 

Kommen alle Substitutionen eines bestimmten Typu^, wélclie in G^ ent- 
halten sind, auch in der Untergnqype G\ vor, so besitzen die Discriminanten 
von Functionen der Gattung @\' kein Divisorensystem gemeinsam, wdches aus 
den Substitutionen jenes Typus entspringt. 

Ein allgemeines hierher gehöriges Theorem leiten wir auf folgende 
Art ab: Wir verstehen unter j^ eine zur GALOis'schen Gattung gehörige 
Function bei einer allgonieinen Gleichung n'*" Grades, so dass för j- die 
Maximalzahl von Werten n\ = N besteht. Auf die Reihe 

diescr Werte wird die Gruppe sämmtlicher Substitutionen von x^j x^j....^x^ 
angewendet, und jedc der hierdurch hervorgerufenen Gruppirungen der j' 
als eine Permutation der Elemente y gegentlber der Anordnung (/') be- 
trachtet. Die so entstohenden Substitutionen bilden eine Gruppe I der 
Ordnung N = w!, welche der Gruppe S aller Substitutionen unter den x 
einstufig isomorf ist. Jede Substitution von I setzt alle Elemente y um; 
ferner ist eine jede regulär (\ gl. Substitutionen theorie § 89). Die Sub- 
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stitutionen, welchc Divisorensysteme von möglichst niedriger Stufe hervor- 
rufen, haben demnach die Form (jrir^)(j'3r4) • • • • (T/f^iTy) "^^ ^^^ Diviso- 
rensysteme sind somit von der Stufe ^N=^nl. 

Es giebt Classen von Gleichungen der Grade n!, deren Gattimgm ds 
Divisorensysteme der Discriminanten nur solche der Stufe iw! öder solche 
von höherer Stufe hesitzen. 

Als Beispiel wählcn wir den Fall n == 3. Dann wird 2' die Sub- 
stitutionen 

i> (nr^XrarJCrsre). {rir*)(r2n){rshl irin){rtn)(r*h) 

cnthalten; setzt man yz^^x^x^^ und nimmt man 

»' + c,« — c, = O 

als diejenige Gleichung, deren Wurzeln r^ u?.^, x.^ sind, so wird die Glei- 
chung sechsten Grades för y die folgende sein: 

f + 3c3r' + (6C3* + c,');-* + (7c3« + 2c,\)f + c,\6c,' + c,')f + 3c,V + c,' = 0. 

Sie hat also die Eigenschaft, dass die Discriminante jeder beliebigen Func- 
tion ihrer Wurzeln von Divisorensystemen erster und zweiter Stufe frei ist. 
Die nachstehende zweite Methode ftlhrt zu ähnlichen Resultaten. Wir 
nehmen y^ als eine beliebige Function />"' Ordnung, welche zu der belie- 
bigen Gr uppe Gj gehören möge. Die p Werte von y^ sol len 

sein. Wir setzen voraus, dass /> > 2 angenoramen werde. Auf die Reihe 
(Y) wenden wir alle Substitutionen der alternirenden Gruppe ?l von 
rPj, x^^ . . . . j x^ an. Ist G^ eine Untergruppe von ?l, so liefert die An- 
wendung von % auf y^ nur die Hälfte aller Werte dieser Function 

ist (tj dagegen nicht in der alternirenden Gruppe enthalten, so bekommen 
wir aus y^ alle p Werte (Y). Je nachdem der eine öder der andere 
dieser beiden Fallé eintritt, erhalten wir durch die Anwendung von 51 
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auf (Y') resp. (Y) cine transitive Gruppe A von ^ öder von p Elementen. 

Es ist A von der Ordnung \n\ und einstufig isoraorf zu ?l; denn zwei 
von einander verschiedene Substitutionen von ?l mössen verschiedene Sub- 
stitutionén von A hervorrufen. Weil ferner % einfach ist, so känn auch 
A nicht zusammengesetzt sein. (Substitutionentheorie § 88.) 

Wir unterscheiden nun die beiden FäUe, ob A primitiv öder impri- 
mitiv ist. Im ersteren darf, falls p eine gewisse von p al)hängige Grenze 
Dberschreitet, A keine cyklische Substitution eirier Primzahlordnung ent- 
halten, welche kleiner öder gleich p ist: denn sonst gingc (a. a. O. § 74 ff.) 

A in die alternirende öder die symmetrische Gruppe der ^ resp. p Ele- 

men te ^j, y^^ ,y^ ilber, vvas wegen der bekannten Sätze uber die Grösse 

von p in Beziehung auf n nicht möglich ist. 

Hinsichtlich des Falles einer imprimitiven Gruppe A' erinnern wir 
uns an einen Satz (a. a. O. § 84, Zusatz II), welcher in der correcten 
Fassung folgendermassen lautet: Jede imprimitive Gruppe ist zusammen- 
gesetzt, falls sie von der Einheit verschiedene Substitutionen besitzt, welche 
die einzelnen Systeme der Imprimitivität ungeändert lassen. Nun ist A 
einfach, und somit darf diese Gruppe keine Substitutionen enthalten, 
welche lediglich die Elemcnte der einzelnen Systeme unter einander um- 
setzen. Es dtlrfen demnach in A öberhaupt keine cyklischen Substitu- 
tionen von Primzahlordnung vorkommen, weil diese gar nicht Elemente 
verschiedener Systeme enthalten können. Hieraus erhellt: Die Classe der 
durch A charaktermrten Gleichungen des Grades \p öder p und der Ord- 
nung \n\ enthdlt nur solche Gattungen von Wurzeln, deren Discriminanten 
keine Divisorensysteme hesitzen^ welche aus einer ajklischen Substitution der 
Primzahlordnung q<p entspringen; p ist dabei eine von p abhängige Zahl, 
die mindestens den Wert 3 hat. 

Dass wir bei der Durchftlhrung ähnlicher Untersuchungen zu ähn- 
lichen Resultaten gelangen können, mag folgendes Beispiel zeigen. 

Die Wurzeln von 

seien x^, x^j x^j x^, Wir setzen 

Vt =* «1«.> Ut = «l«8» ^8 = «l*4» y* = -^1^8 1 y, = «8^'4) .Ve = ^'8«4 
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und wenden auf die .r die symmetrische Gruppe dieser vier Elemente an. 

Dadurch werden 24 Substitutionen unter den y^, y^, ,yg hervorgerufen, 

welchc eine zur sy mraetrischen" Gruppe S von x^, ^x^ einstufig isomorfe 

Gruppe 2' bilden. Diese uinfasst die folgenden Substitutionen 

1. (y.y.Xy.y.), (y.y.)(y«y.), (y.y.Xyjy,). (y,y.)(y,y,), 

(y.y.Xy.Vs). (y.yJCy.y*), (y.yjKyiy.), (y.?/4Xy,y.), (y,y,)(y,y.), 

('Jiytyi)(y*ys!f»), iyiy,yi)(yiy»yi)^ iy,yty*)(.y,ytyi)> (y,y4y,)(y,y.y.), 

(y.y.y.)(y,y.y4)> iyiyiyi)(ytyiyt\ (y,y*yi)iy*ytyt)^ (y.y.y4Xy.y,y.)- 

(y.yty.y»)(?/jy4). (y.y6y.y.Xy.y4), (yiyiy»yt)(:ytyi)^ 

(y.y4y.y.)(yiy6). (y.y«y5y4)(yiy.). (y,y4y.y»Xy,y5)- 

Die Gleichung sechsten Grades, deren Wurzeln »/j, y^,....,y^ sind, lautet 



«\«.« 



2/' - 3c,y* + (^c. + 3c/)t/* + (4c,r, + c/)y« + (- 4c, + c,c, + c/ + 2c,c/)i/ 
— (30c, + 4c,r, — C3c,*)f/ + (32c. - 7c,c, — c,» — clc^' + C3C,cJ = 0; 

die Gruppe derselben ist 2'. Aus der Beschaffenheit ihrer Substitutionen 
geht hervor, dass keine Gattung der Wurzeln y existirf, ftlr welche die 
Discriminanten der zugehörigen Functionen einen Teiler öder auch' ein 
Divisorensystem dritter öder ftlnfter Stufe gemeinsam hatten. 



§ 7. 

För die nun folgenden allgenieineren Entwickelungen sind einige 
teils bekannte, teils leicht zu beweisende HttlfssÄtze nötig, welche hier zu- 
samniengestellt werden sollen: 

I. Gehören zu einer Gruppe G alle Substitutionen eines bestimmten 
beliebigen Typus, so ist G entweder die alternirende öder die symme- 
trische Gruppe. 

II. Jede Gruppe, welche nicht unter der altemirenden steht, ist zu- 
samniengesetzt; diejenigen ihrer Substitutionen, welche in der altemirenden 
Gruppe vorkommen, bilden eine ausgezeichnete Untergruppe mit 2 als 
Factor der Zusammensetzung. 
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III. Wendet man auf cine beliebige Function ^{x^j j^^, . . . . , ^„) alle 
Substitutionen der x an, so entsteht unter den p Werten j^^, j^^, . . . ., j?^ 
eine transitive Gruppe. 

IV. Entsprechende Substitutionen isomorfer Gruppen besitzen gleiche 
Ordnung. 

V. Ist eine Gruppe einfach öder zusammengesetzt, so ist jede ihr 
isomorfe Gruppe gleichfalls entsprechend einfach öder zusammengesetzt. 

VI. Jede isomorfe transitive Gruppe F von G entspricht einer Unter- 
gruppe JTvon G derart, dass der Grad von /'gleich dem Quotienten ausden 
Ordnungen von G und H ist. Ist also z. B. G die alternirende Gruppe von 
x^j x^j . . . . y x^ so ist r von einem der Grade 1, n, n{n — 1), . . . . 

Wir bezeichnen nun durch % und © die alternirende und die sym- 
metrische Gruppe der n Elemente x^j x^, . . . . j x^. Es seien J^p f^a> • • • •> Fa» 
die p Werte einer rationalen ganzen Function ^{x^y . . . . , x^). Wenden 
wir alle Substitutionen von 31 öder von @ auf die Reilie f^i> f^jj • • • •? J^^ 
an, dann känn man die hervorgerufenen Umstellungen als Substitutionen 
unter den ^ deuten; »die so entstehenden Gruppen seien entsprechend A 
öder I; U ist transitiv in den p Werten j^ (Hölfss. III). Käme in S eine 
Transposition r = {f^a^fi) vor und diese entspräche (Hölfss. IV) der Sub- 
stitution zweiter Ordnung t == {xjx^{x^^ .... in ©, dann wttrden allén 
Substitutionen ^, V, t"j .... in Sj welche von demselben Typus sind wie 
ty in I Transpositionen r, z', z", . . . . ent«prechen, da die Operationen s^^ts 
und a^^za einander entsprechen. Ebenso wttrden ferner die Gruppen 

G = [tf Vy t"y } und /'= { r, iy z", . . . . } einander isomorf sein. Gemäss 

Httlfss. I ist G alternirend öder symmetrisch, also F entweder gleich A 
öder gleich 11\ da F die Transposition {(pafp^ enth&lt, ist sie zusammen- 
gesetzt (Httlfss. II); demnach gilt dasselbe von G (Httlfss. V); also \st G= S 
und r= 2'. Sobald eine transitive Gruppe F eine Transposition enthalt, 
ist sie symmetrisch, und sonach von der Ordnung yt>!. Wir haben also 
/>! = w!, da 2*, S einstufig isomorf sind; folglich ist /> = n, d. h. sobald 
p > n wirdy giébt es keine SubstUution unter den Xy welche p — 2 Werte 
der p-wertigen Function (p ffleichzeitiff ungeåndert Hessen, 

Es gilt ferner die bemerkenswerte Erweiterung dieses Satzes: sobald 
p > n ist, entMlt U. keine cyUischen Substitutionen, deren Ordnung eine Prim- 
zahl ist. Dies beweisen wir folgendermassen : Wenn 2'eine Substitution r der 
^ einer Primzahlordnung enthielte, und wenn unter t die entsprechende Sub- 
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stitution unter den ir^, rr^, . . . . , rr„ verstanden wird, dann n^uss t mindestens 
einen Cyklus besitzen, welcher dieselbe Ordnung hat, wie r. Diese Ord- 

nung sei q\ ferner sei t =^ {x^x^ ^7)(^^+i • • • • ) In © giebt es die 

Substitution t^ = {x^x^x^ ^q){^q+i ) 9 welche aus t durch Trans- 
formation mit (^^2^3) hervorgegangen ist. iKr entspreche r^ in 2'. Da 
nun /j . t~^ = (iz^i^a^a) wird, so muss Tj . r~^ eine Substitution drittor Ord- 
nung sein, woraus folgt, dass r, r^ gemeinsamc Elemente haben, da sonst 
Tj . T"^ von der Ordnung q bleiben wttrde. Transformirt man tit~^ = {(x^iOO^oi^^) 
durch t und seine Potenzen, so erkennt man, dass die erhaltenen Substi- 
tutionen eine transitive Gruppe entstehen lassen; welche (x^x^x^) umfasst 
und folglich die alternirende Gruppe ?ti der verbundenen q Elemente 
oTp x^, . . . . x^ wird. Die entsprechende Gruppe A^ in 2' enthält höeh- 
stens 2q — 1 Elemente. Sind die Elemente transitiv mit einander ver- 
bunden, dann folgt aus Hftlfss. VI, dass es nur q sein können und daraus, 
dass auch die Gruppe Ä^ alternirend in q Elementen ^ ist und demnach 
ein {fPafP^^ enthält. Die transitive Gruppe 2 umfasst {ffafp^^^ enthalt also 
die alternirende Gruppe der /> Elemente ip und da endlich 2' wie © zu- 
sammengesetzt dagegen A wie % einfach ist, so wird 2 symmetrisch, />! 
wird = n! und p ^= n, Intransitiv känn A^ nicht sein, da jeder intransi- 
tive Teil mindestens q Elemente enthalten mtlsste. 

Als Zus&tze ergeben sich : Sobald p > n ist, enthält 2 keine Substitution, 
welche potenzirt eine ajUisclie Substitution liefert, deren Ordnung gleich einei^ 
Primzahl tväre; ebensmvenig eine Substitution von einem der Grade 5 öder 7. 

Die Schltisse, welche man aus diesen verschiedehen Sätzen auf die 
Divisorensysteme von Discriminanten machen känn, sind so ersichtlich, dass 
sie nicht aufgefilhrt zu werden brauchen. Nur der erste und einfachste 
sei hervorgehoben : Wendet man auf die p Werte (p^, ^^, . . . . , <pp von 
9{^v ^25 • • • • 5 ^n) ^^^ SubstUutiofien der x an, so bestimmt die hier durch 
gebildete zur symmetrischen Gruj^pe der x isomorfe Oruppe der (p eine Classe 
von Gleichungen /?''" Grades; fm keine Gattung ihrer Wiirzeln besitzt die 
zugehorige Discriminante Divisorensysteme erster öder zweiter Stufe. 

Berlin d. 19 Januar 1883. 
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Da^s Bild von Abel 

welches im ersten Baude der Acta Ma- 
thematica ersclieint, ist eiii iin Atelier 
des Herrn J. Jaeger in Stockholm ver- 
fertigter Lichtdruek und biidet die di- 
recte und genaue Copie einer im Jahre 
182(5 in Paris von dem norwegfisclien 
Kiinstler Görbitz angefertigten Tusch- 
und Federzeicliiiung. Das Original ge- 
hört Frau Thekla Lange, Tochter der 
Schwester Abels, Frau Elisabeth Böbert. 

Ber Bedacteur. 



Le portrait d'Abel 

qui accompagne le premier volume des 
Acta Mathematica, est uue héliotypie 
sortant des ateliers de M. J. Jseger ä 
Stockholm. C est la copie directe et 
fidéle d'un dessin fait ä Paris en 1826 
a la plume et ii Tenere de Chine par 
Tartiste norwégion Görbitz. L' original 
appai^tient ii M™" Thekla Ijange, fille 
de la soeur dAbel, M"'* Elisabeth Bö- 



bert. 



Le rédacteiir. 



